Calculus 2

Feuille d’exercices n° 2

Exercice 1. Démontrer les choses suivantes (les notations sont celles du cours).

+Si f(x) = o(g(a)). alors f(x) = O(g(x)).

i f(x) = Olg(x)) et g(x) = O(h(x)), alors f(x) = O(h(x).

L1 £(2) = ofgla)) et gla) = O(h(a)), alors J(z) = o(h(z).

+ Si f(x) = Olg()) et g(x) = o(h(x)), alors f(z) = ofh(x))
fla) ~ )

« Sif g(x), alors f(x) = O(g(z)) et g(x) = O(f(x)).

) )
_ 0(() et fole) = Olga(a)), alors (@) s(e)
o(g1(2)) et fo(x) = Olgo(x). alors fi(2) falx) = olgy(2)galx)).
= olgla)) et fule) = olg(x), alors fu(x) + folx) = o(g(x)).
~ gile) et fole) ~ gole), alors fi(x) o) ~ g1(x)ga(w)
£ Sif(x) ~ gle), alors 1/f(x) ~ 1/g(x)

Exercice 2. Avec les notations du cours, montrer les choses suivantes :
- Il n’est pas vrai en général que si fi(z) ~ gi(z) et fo(z) ~ go(x), alors
r—+00 T—+00

W)+ Fal1) ~ gu(@) + 2(a).

- Cela devient vrai si on suppose que g;(x) > 0 et go(z) > 0 pour z assez grand.

Exercice 3. Soit I un intervalle contenant 0, et soient «, ﬂ deux fonctions continues
sur I. On suppose que «(t) =, o(B(t)). Montrer que §; o dt =, 0 (55 B(t) dt).

Exercice 4. Soit (u,) une suite de nombres réels. On suppose que u, 1 — u, admet

une limite finie L # 0 quand n — 0. Montrer que u,, ~ Ln. (Cet exercice est trés
n—0o0

facile si on connait le théoréme de Cesdro.)



2

Exercice 5. Soit f : [a,b] — C une fonction de classe C*. On suppose que Yk € N :
f®(a) = 0= f®(b). Pour A € R, on pose

FON) = f F(t)e ™Mt

En utilisant des intégrations par parties, montrer que pour tout n € N on a

o, .0 (55

Exercice 6. Soit a € R, et soient f et g deux fonctions a valeurs réelles ou complexes
définies au voisinage de a. On suppose qu'on a f(a) = 0 = g(a), et que f et g sont
dérivables en a avec ¢'(a) # 0. Montrer qu’on a g(z) # 0 pour tout = # a assez
proche de a, et que

/
M — & quand z — a.
g(z)  g'(a)
Exercice 7. Déterminer lim arctan(z) +x sin(1/z) et lim ad : v+ 3 : L.
20 arcsin(z) e—1 g3 —ix? +3x+1—4

Exercice 8. Soit f : R — R la fonction définie par f(z) := z3sin(1/2?) pour z # 0,
et f(0) = 0. Montrer que f est dérivable sur R et admet un DL & l'ordre 2 en 0, mais
qu’elle n’est pas 2 fois dérivable en 0.

Exercice 9. Soit P un polynome de degré n, a coefficients réels ou complexes.
Montrer que pour tout a € R et pour tout x € R, on a

n pk) (g
P(z) =) P kf ) (z — a)*.
k=0 ’

Exercice 10. Montrer sans utiliser la formule de Taylor-Young que pour tout n € N,

1 _
onaﬂxzol+x+~-+x"+o(x”).

Exercice 11. Soit a € R\{0}. Pour tout n € N, déterminer les DL,, de —— et de ——
en 0.

Exercice 12. Soit n € N*. Déterminer le DL,, de (1;2 en 0 en appliquant la formule

—I)
pour le DL,, de (1 + u)®.

Exercice 13. Soit n € N.
(1) Retrouver les DL,, de ch(z) et sh(x) en 0 en utilisant les DL de e” et e™*.
(2) Retrouver les DL,, de cos(z) et sin(x) en 0 en utilisant les DL de ¢ et e™**.

Exercice 14. Déterminer les développements limités en 0 suivants.



(1) e* & Tordre 3 (5) cosz-e* alordre 3.
1— ' T 1
(2) \/1fx+\/1+x a lordre 4 (6) (@®+1)-v1-z alordres.
' 2 <7
(3) sinx - cos(2x) a lordre 6. (7) (In(1+x))” alordre 4.
(4) cosx -In(l1 4+ x) alordre 4 (8) (sinz)® & lordre 9.

Exercice 15. Déterminer les développements limités en 0 suivants.

1
(1) ———— alordre 4. (3) —mq *2) a lordre 3.
l+x+x sin
simr +1
(2) cosx + 1 a l'ordre 3. (4) th(z) a lordre 5.

Exercice 16. Déterminer les développements limités en 0 suivants.

(1) e™® l'ordre 4. (3) sin (In(1 + 2%))  a Pordre 6.

sinx -
(2) In ( . ) a lordre 4. 1) 1+ :L‘)H—%  Tordee 3.

Exercice 17. Déterminer les développements limités suivants.
(1) 4/x en 1 a lordre 3. (3) cos(z) en 7 a 'ordre 3.
(2) e¥® en 1 & 'ordre 3 (4) In(sinx) en F a Pordre 3.

Exercice 18. Soit n € N*. Déterminer le DL, de

1 (1
(1—z)2 — (E) ’
Exercice 19. Soit p € N*. Montrer que pour tout n € N, on a

1 _13;)}7 0 Zn: (p N ]1, i k>xk + o(x").

k=0

= 1 (E 0 en observant que

Exercice 20. Déterminer les DL a l'ordre 5 de arcsin(z) et argsh(x) en 0 en utilisant
les dérivées de arcsin et argsh.

Exercice 21. Déterminer le DL a I'ordre 6 de In(cos(x)) en 0, et en déduire le DL
de tan(x) a lordre 5.
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Exercice 22. Soit I un intervalle symétrique par rapport a 0, et soit f : I — R
une fonction impaire 5 fois dérivable telle que f’(t) # 0 pour tout ¢ € I. On note
f(t) = at + bt> + ct® + o(t®) le DL & lordre 5 de f en 0.

(1) Justifier que f est une bijection de I sur J := f(I), et que la fonction g := f~!
admet un DL & Pordre 5 en 0, de la forme g(z) = a'z + b'z® + dz° + o(z?).

(2) En utilisant 'identité f(g(x)) = x, exprimer o’ en fonction de a, puis V' en
fonction de a et b, puis ¢ en fonction de a, b et c.

Exercice 23. Déterminer les DL a l'ordre 5 de arcsin(z) et argsh(z) en 0 en utilisant
la méthode de I’'Exercice 22.

Exercice 24. Déterminer le DL a l'ordre 5 de tan(x) en 0 en utilisant la méthode
de I'Exercice 22.

Exercice 25. Soit f la fonction définie sur | -7, 7| par f(z) := 2tan(x) —z. Montrer

que f admet une fonction réciproque de classe C*, et déterminer le DL a l'ordre 5
de f~1 en 0. (On rappelle que tan(z) St x—; + % + o(z9).)

3

1+ ab

Exercice 26. Soit f : R — R définie par f(x) :=
ke N.

- Calculer f*)(0) pour tout

Exercice 27. Soit f une fonction définie au voisinage d'un point a € R et deux fois
dérivable en a. Déterminer
fla—h)—2f(a) + fa +h)

lim .
h—0 h?

Exercice 28. Soit n € N* et soit a € R Pour toute fonction f définie au voisinage
de a et n fois dérivable en a et pour € > 0 assez petit, on pose

A f(a) = kZZ()(—UH (1) sta+ w9,

(1) Vérifier que ALf(a) = fla+e)—f(a) et A2f(a) = f(a+2¢)—2f(a+e)+ f(a).

ontrer qu’il existe des constantes ay, ..., a, indépendantes de f telles que
2) Mont il existe d tant indépendantes de f tell
n
A2fla) =, Do Va) < + ofe).
1=

(3) Calculer vy, ..., a, en prenant pour f la fonction exponentielle.



(4) Déterminer, pour f quelconque n fois dérivable en a, la limite

o AL(a)
e—0 gn

Exercice 29. Déterminer a,b € R pour que la partie principale du dévelopement
limité en 0 de
1+ ax?

f(z) := cos(x) — [ b

soit de valuation la plus grande possible.

Exercice 30. Déterminer les “développements limités en +o0” des fonctions sui-
vantes (selon les puissances de —) :

(1) f(z) := v a lordre 3.

NG
(2) g(x) :=1n (a: + 1+ :1:2> —In(z) alordre 4.

8=

V14 a2
Exercice 31. Soit f la fonction définie par f(x) := ° :
L+z+ 1+ a2

(1) Donner le développement limité a 'ordre 2 de f en 0.

(2) En déduire un développement limité de f(z) a l'ordre 2 en +00.

Exercice 32. Démontrer les résultats suivants.

m o R d(d),

r+2az>+0x 2?2 23 x3
1+ 22 1 4 6 1
2 = 1l4+-+—+—=+o|—=])-
<)(x+1)(x—2) T—t0 x  x? a8 0(373)

3) ! (_— ! tol2
— frnd _—— O —_— .
zsin(l/x) z—+o 622 360x* x?

(4) — S
- — - 0 — .
zarctan(l/z) z—+o 3z2  45x* x?

3+ 1 B 5/6 1 1 1
(5) Y2 + 1 T 00 e 3,7/6 + 1213/6 To 21306 |
G L €TI0 13¢713000
- ¢ _

+ o (e300,

Yot 1 =28 z—tm 3 18

Exercice 33. Déterminer les limites suivantes.



. x(e"+1)—2(e* — 1) ‘ l+In(1+2z)—1—2x
gy DT RO
. e¥—cos(r) —x arctan(e® — 1) — In(cos(z))
2) 316111% x? ' 9) :lclg(l) x3 .
2
. €e* —cos(r) vy e\ Ve
(3) limy == (o) tiny (“57)

(4) lim 22 e (11) lim (i - ;) :

2 sin(z)?

r—0
1 1+
lim —1 .
(5) a0 72 n(l—x) (12) lim (\/x2+3z+2—:p>.

T—+00

. e
(6) lim 4 ‘ (13) lim (evx“ - eﬁ> .
. T—+00
(7) i esinz _ etan:ﬂ ' . (I+1)1/(1+1) g1/
250 sin(x) — tan(z) (14) zl_lgloo ((x +1) - ) '
Exercice 34. Déterminer ¢ := lim <M> .
r—+00 In(z)

Exercice 35. Donner des équivalents simples pour les fonctions suivantes.
(1) 2¢® — /1 + 42 — /1 + 622, en 0.
(2) Va2 + 1 —2va3 + x + vat + 22, en +o0.

(3) (cosz)*™% — (cosz)®® en 0.

Exercice 36. Soit f : [a,b] — R une fonction continue, 2 fois dérivable sur |a, b[,
telle que f”(x) > 0 pour tout x € |a, b[. Montrer que le maximum de f sur [a,b] ne
peut étre atteint qu’en a ou en b.

Exercice 37. Soit f une fonction a valeurs réelles 3 fois dérivable un point a. On
note A la tangente au graphe de f au point (a, f(a)).

(1) Montrer que si f”(a) # 0, alors le graphe de f reste du méme coté de A au
voisinage de (a, f(a)).

(2) Montrer que si f”(a) = 0 et f”(a) # 0, alors le graphe de f traverse A.

Exercice 38. Montrer que les graphes des fonctions sin, arcsin, arctan et th tra-
versent leur tangente en (0, 0).

Exercice 39. Montrer que le graphe de la fonction cos traverse sa tangente en (7, 0).



1
1+e”
(1) Déterminer le développement limité de f a 'ordre 3 en 0.

Exercice 40. Soit f la fonction définie sur R par f(z) :=

(2) Donner ’équation de la tangente au graphe de f au point d’abscisse 0, et
montrer que le graphe traverse sa tangente.

Exercice 41. Etudier la position du graphe de la fonction z +— In(1 + x + 2?) par
rapport a sa tangente au point d’abscisse 0. Méme question avec la tangente au point
d’abscisse 1.

Exercice 42. Soient a,b e R avec b # a et a,b # 0, soit n un entier > 2, et soit f la
fonction définie par
" + ax
)= ———-
f(@) 2+ b
(1) Montrer que si n = 3, alors le graphe de f traverse sa tangente au point (0, 0).

(2) Montrer que si n = 2 alors, au voisinage de (0,0), le graphe de f reste du
méme coté de sa tangente en (0,0).

Exercice 43. Déterminer les asymptotes éventuelles en +o0, et la position relative
par rapport aux asymptotes, de la courbe représentative de la fonction f définie par

flz) = Va2 + 14?2 - 1.

Exercice 44. Pour chacune des fonctions f suivantes, montrer que le graphe de f
admet une asymptote en +o0 et déterminer la position du graphe par rapport a cette
asymptote.

Vita?
z+1+va?+1

z—2 _x/(x
=2 el
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(1) f(2) =2/ 377

2) f(x) = 522 6

1+x

(5) flz):
(6) f(z):

(3) f(x) = (z + 1) arctan(z + 1). (7) f(x) = 2®arctan (117) -
(8) flz):

(4) f(2) := (v + 1)eV/E+D), 8

Exercice 45.

(1) Montrer que pour tout n € N*| l’équation tan(z) = x possede une unique

solution x,, dans l'intervalle ]mr T+ 5 [

(2) Justifier que x, = nm + 5 — arctan(i).

(3) En déduire que x, = nm + § + £ + 0( ) pour une certaine constante c a
déterminer.

= Va3 202+ 1— a2 +z+ 1



(4) Montrer que z,, = nw + g + 7—01 + 7% + 0(#), pour une certaine constante d a
déterminer.

Exercice 46.
(1) Montrer que pour tout n € N* I’équation sin(z) = % posséde une unique
solution x,, dans l'intervalle ]2n77 — 5,2nm + %[
. . l
(2) Justifier que x,, = 2nmw + arcsm(a).
(3) En déduire que x, = 2nm + £ + 0(%), pour une certaine constante ¢ a
déterminer.

(4) Montrer que x, = 2nm + <+ % + 0(#), pour une certaine constante d a
déterminer.

Exercice 47. On considere, pour tout n € N*, ’équation e¢* + z —n = 0.
(1) Montrer que 1’équation admet une unique solution, que I’on notera wu,,.

2) Montrer que la suite (u,) tend vers +o0.

n—ao0

Uy = ln(n)—ln(n>+0(ln(n)>.

(2)
(3) Montrer que u,, ~ In(n).
(4) Montrer que

n—00 n n

Exercice 48. Soit zy €]0, 7], et soit ()nen la suite définie par la relation de
récurrence x, 1 = sin(z,).

(1) Montrer que la suite (z,,) est décroissante et tend vers 0.

(2) En utilisant le DL a l'ordre 3 de sin(x) en 0, Déterminer a@ € R tel que

+— — —= admette une limite I # 0 quand n — 0.

Tnt1 n

(3) Montrer que z,, ~ \/g (Utiliser I’Exercice 4.)

Exercice 49. Soit xy > 0, et soit (x,,),en la suite définie par la relation de récurrence
Tpe1 = In(1+ x,).

(1) Montrer que (x,) est décroissante et tend vers 0.

(2) En procédant comme dans I’Exercice 48, déterminer un équivalent simple de
x, quand n — 0.

Exercice 50. Soit o > 0 et (x,)nen la suite définie par la relation de récurrence
Tpi1 = Tpe . Montrer que x,, — 0, et déterminer un équivalent simple de z,,.



