
L3 Intégration

Feuille d’exercices no 2

Exercice 1. Soit Ω un ensemble non vide. On note B la famille de toutes les parties
A de Ω telles que A est dénombrable ou ΩzA est dénombrable. Montrer que B est
une tribu de parties de Ω.

Exercice 2. Soit Ω un ensemble non vide, et soit B une tribu de parties de Ω.

(1) On dit qu’un ensemble A Ď Ω est un atôme de B si A P BztHu et s’il
n’existe pas d’ensemble B P B tel que B Ď A avec B ‰ H et B ‰ A.

(a) Montrer que si A et A1 sont des atômes de B, alors ou bien A “ A1, ou
bien AX A1 “ H.

(b) Montrer que si A est un atôme de B et si B P B, alors ou bien AXB “ H,
ou bien A Ď B.

(2) Pour x P Ω, on note Apxq l’intersection de tous les éléments de B contenant
x. Montrer que si x P Ω et si Apxq P B, alors Apxq est un atôme de B.

(3) Dans cette question, on suppose que la tribu B est dénombrable.

(a) En utilisant (1) et (2), montrer que les atômes de B forment une partition
de Ω.

(b) On note pAiqiPI la famille de tous les atômes de B (les Ai étant 2 à 2
distincts); et pour toute partie J de I, on pose BJ :“

Ť

iPJ Ai. Justifier
que I est dénombrable, puis montrer qu’un ensemble B Ď Ω appartient
à B si et seulement si il est de la forme BJ pour un certain J Ď I. (On

pourra considérer J “ ti P I; Ai XB ‰ Hu.)

(c) Montrer que l’application J ÞÑ BJ est injective. En déduire que l’ensemble
I est nécessairement fini, et conclure que la tribu B est finie.

Exercice 3. Soit pµiqiPI une famille de mesures sur un espace mesurable pΩ,Bq.
Montrer que la formule µpAq :“

ř

iPI

µipAq définit une mesure sur pΩ,Bq.

Exercice 4. Soit Ω un ensemble non dénombrable, et soit B la tribu définie dans
l’Exercice 1. Montrer qu’on définit une mesure sur pΩ,Bq en posant, pour A P B :

µpAq :“

"

0 si A est dénombrable
8 si ΩzA est dénombrable

1
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Exercice 5. (principe d’inclusion-exclusion)

Soit pΩ,B, µq est un espace mesuré, avec µpΩq ă 8. Pour n P N˚ et 1 ď k ď n, on
note Pkpnq l’ensemble des parties de t1, . . . , nu à k éléments. Si A1, . . . , An P B et si
J “ tj1, . . . , jku est une partie de t1, . . . , nu, on pose AJ :“ Aj1 X ¨ ¨ ¨ XAjk . Montrer
que pour tout n P N˚ et pour tous A1, . . . , An P B, on a

µpA1 Y ¨ ¨ ¨ Y Anq “

n
ÿ

k“1

p´1qk´1

¨

˝

ÿ

JPPkpnq

µpAJq

˛

‚.

Exercice 6. Soient m,n P N˚, avec m ě n. On note Sn
m le nombre de surjections

de t1, . . . ,mu sur t1, . . . , nu.

(1) On note Ω l’ensemble de toutes les applications f : t1, . . . ,mu Ñ t1, . . . , nu,
et µc la mesure de comptage sur Ω. Combien vaut µcpΩq?

(2) Pour j P t1, . . . , nu, on pose Aj :“ tf P Ω; f ne prend pas la valeur ju. Pour
1 ď j1 ă ¨ ¨ ¨ ă jk ď n, calculer µcpAj1 X ¨ ¨ ¨ X Ajkq.

(3) En utilisant le principe d’inclusion-exclusion (Exercice 5), établir la formule

Sn
m “

n
ÿ

k“0

p´1qn´k
ˆ

n

k

˙

km.

Exercice 7. Soit N un entier au moins égal à 2. On note ϕpNq le nombres d’entiers
m P t1, . . . , Nu tels que pgcdpm,Nq “ 1. On note également p1 ă ¨ ¨ ¨ ă pn les fac-
teurs premiers de N . En appliquant convenablement le principe d’inclusion-exclusion
(Exercice 5), établir la formule

ϕpNq “ N
n
ź

j“1

ˆ

1´
1

pj

˙

.

Exercice 8. Soit pΩ,B, µq un espace mesuré, avec µpΩq ă 8. On suppose que la
tribu B contient tous les singletons.

(1) Montrer que pour tout ε ą 0, l’ensemble tx P Ω; µptxuq ě εu est fini.
(2) En déduire que l’ensemble Λ “ tx; µptxuq ‰ 0u est dénombrable.

Exercice 9. Soit pΩ,Bq un espace mesurable; on suppose que la tribu B contient
tous les singletons. On dit qu’une mesure µ sur pΩ,Bq est une mesure discrète si
µ est de la forme

ř

pPΛ apδp, où Λ est un sous-ensemble dénombrable de Ω et les ap
sont des réels positifs. On dit qu’une mesure µ est continue si on a µptxuq “ 0 pour
tout x P Ω. En utilisant l’Exercice 8, montrer que toute mesure finie µ sur pΩ,Bq
peut se décomposer sous la forme µ “ µd ` µc, où µd est une mesure discrète et µc

est une mesure continue.
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Exercice 10. Soit pΩ,B, µq un espace mesuré, avec µ finie. Soit également pAnq

une suite d’éléments de B. Établir les inégalités

µ plimAnq ď limµpAnq ď limµpAnq ď µ plimAnq .

(On rappelle que limAn “
Ş

mPN
Ť

němAn et limAn “
Ť

mPN
Ş

němAn.)

Exercice 11. (lemme de Borel-Cantelli)

Soit pΩ,B, µq un espace mesuré. Montrer que si pAnq est une suite d’éléments de B

vérifiant
ř8

0 µpAnq ă 8, alors µ
´

limAn

¯

“ 0.

Exercice 12. Montrer que la tribu B de l’Exercice 1 est engendrée par les singletons.

Exercice 13. Soit Ω un ensemble non vide, et soit pAiqiPI une partition dénombrable
de Ω (i.e. l’ensemble I est dénombrable et les Ai forment une partition de Ω). Montrer
que la tribu engendrée par les Ai est l’ensemble de toutes les parties B de Ω de la
forme

B “
ď

iPJ

Ai , où J Ď I.

Exercice 14. Montrer que la tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles
compacts à extrémités rationnelles.

Exercice 15. Montrer que si pΩ, dq est un espace métrique séparable, alors la tribu
borélienne de Ω est engendrée par les boules ouvertes.

Exercice 16. Montrer que si Ω1, . . . ,Ωd sont des espaces métriques séparables, alors
la tribu borélienne de Ω1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ωd est engendrée par les produits d’ouverts, i.e.
les ensembles P de la forme P “ O1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Od, où Oi est un ouvert de Ωi pour
i “ 1, . . . , d.

Exercice 17. Soit Ω “ r0, 1r. Pour n P N on note Dn la famille de toutes les parties
A de Ω qui sont réunions d’intervalles de la forme

“

k
2n
, k`1

2n

“

, où k P J0, 2n ´ 1K.
(1) Montrer que chaque Dn est une tribu, et que la suite pDnq est croissante.
(2) La famille D “

Ť

n Bn est-elle une tribu?
(3) Montrer que la tribu engendrée par D est la tribu borélienne de Ω.

Exercice 18. (régularité des mesures)

Soit µ une mesure borélienne finie sur un espace métrique pΩ, dq. On dira qu’un
borélien A Ď Ω est régulier pour µ s’il vérifie les deux propriétés suivantes :

piq µpAq “ suptµpF q; F Ď A, F ferméu;
piiq µpAq “ inftµpOq; O Ě A, O ouvertu.
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(1) Montrer que tout ouvert de Ω est régulier pour µ. (On rappelle que tout ouvert

de Ω est réunion dénombrable de fermés.)
(2) Soit pAnq une suite de boréliens réguliers de Ω, et soit A :“

Ť

nAn.

(a) Montrer que A vérifie (i).
(b) Soit ε ą 0. Montrer que pour tout n P N, on peut trouver un ouvert On

tel que On Ě An et µpOnzAnq ă 2´nε.
(c) En déduire que A vérifie (ii).

(3) Montrer que la famille des boréliens réguliers pour µ est une tribu.

(4) Montrer que tout borélien de Ω est régulier pour µ.

(5) Que peut-on dire de deux mesures boréliennes finies sur Ω qui prennent les
mêmes valeurs sur les ouverts?

Exercice 19. Soient µ1 et µ2 deux mesures boréliennes sur R telles que µ1pIq “ µ2pIq
pour tout intervalle compact I Ď R. Montrer qu’on a µ1pJq “ µ2pJq pour tout
intervalle ouvert J , et en déduire que µ1pOq “ µ2pOq pour tout ouvert O Ď R.
(Utiliser une description “bien connue” des ouverts de R.)

Exercice 20. En utilisant les résultats des Exercices 18 et 19, montrer (sans utiliser
le lemme d’unicité) que si µ1 et µ2 sont deux mesures boréliennes finies sur R telles
que µ1pIq “ µ2pIq pour tout intervalle compact I Ď R, alors µ1 “ µ2.

Exercice 21. (Théorème des classes monotones)

Soit Ω un ensemble. On dit qu’une famille M de parties de Ω est une classe mono-
tone si elle vérifie les propriétés suivantes :

(i) Ω PM;
(ii) si A,B PM et A Ď B, alors BzA PM;

(iii) si pAnqnPN est une suite croissante d’éléments de M, alors
Ť

nPNAn PM.

(1) Définir la classe monotone engendrée par une famille C Ď PpΩq.
(2) Soit C une famille de parties de Ω stable par intersections finies. On note M

la classe monotone engendrée par C.

(a) Pour A P C, on pose

MA :“ tB P PpΩq; AXB PMu .

Montrer que MA est une classe monotone. En déduire que pour tout
A P C et pour tout B PM, on a AXB PM.

(b) Montrer que M est stable par intersections finies.
(c) Montrer que M est une tribu.

(3) Démontrer le résultat suivant : si C est une famille de parties de Ω stable par
intersections finies et si M est une classe monotone contenant C, alors M
contient la tribu engendrée par C.
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Exercice 22. En utilisant le théorème des classes monotones (Exercice 21), montrer
que si deux mesures boréliennes finies µ et ν sur R prennent les mêmes valeurs sur
les intervalles bornés, alors µ “ ν.

Exercice 23. Montrer que R n’est pas dénombrable en utilisant la mesure de
Lebesgue.

Exercice 24. Montrer que si A Ď R est tel que RzA est λ1-négligeable, alors A est
dense dans R.

Exercice 25. En utilisant l’Exercice 24, montrer que si deux fonctions continues
f, g : RÑ R sont égales λ1-presque partout, alors f “ g.

Exercice 26. (ensemble triadique de Cantor)

On définit une suite de fermés Kn Ď r0, 1s de la manière suivante : K0 “ r0, 1s,
K1 “ r0, 1{3s Y r2{3, 1s, K2 “ r0, 1{9s Y r2{9, 1{3s Y r2{3, 7{9s Y r8{9, 1s, et “ainsi de
suite”. Enfin, on pose K :“

Ş

ně0

Kn .

(1) Pour n P N, calculer la mesure de Lebesgue de Kn.
(2) Quelle est la mesure de K?
(3) Dans cette question, on veut montrer que K n’est pas dénombrable.

(a) Montrer que pour toute suite ε “ pεiqiPN P t0, 1u
N, on peut définir

xε :“
8
ÿ

i“0

2εi
3i`1

¨

(b) Montrer que xε P K, pour toute suite ε P t0, 1uN. (On pourra commencer

par montrer que si on pose an :“
n´1
ř

i“0

2εi
3i`1 , alors an P Kn pour tout n P N˚.)

(c) Montrer que si ε ‰ ε1, alors xε ‰ xε1 . (On pourra par exemple minorer

|xε ´ xεi |, en s’intéressant au 1er indice i tel que εi ‰ ε1i.)

(d) Conclure.

Exercice 27. Le but de l’exercice est de montrer qu’il n’existe pas de mesure µ
définie sur toutes les parties de R, invariante par translations et telle que 0 ă µpIq ă
8 pour tout intervalle borné non trivial I.

(1) Montrer qu’on définit une relation d’équivalence R sur r0, 1s en décrétant que
xRy si et seulement si x´ y P Q.
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(2) On note pCiqiPI la famille de toutes les classes d’équivalences pour la relation
R. Pour chaque i P I, on choisit un point xi P Ci, et on pose V :“ txi; i P Iu.
Ainsi, V est une partie de r0, 1s qui rencontre chaque R - classe d’équivalence
en exactement 1 point.

(a) Soit trn; n P Nu une énumération injective de l’ensemble des rationnels
de r´1, 1s. Montrer qu’on a r0, 1s Ď

Ť

nPNpV ` rnq Ď r´1, 2s.
(b) Montrer que les ensembles V ` rn sont deux-à-deux disjoints.

(3) Démontrer par l’absurde le résultat souhaité.

Exercice 28. Soit r ą 0. Pour tout borélien A Ď Rd, on pose r ¨ A :“ trx; x P Au.

(1) Montrer qu’on définit une mesure borélienne sur Rd en posant µpAq :“ λdpr ¨
Aq pour tout borélien A Ď Rd.

(2) Calculer µpP q pour tout pavé P , et en déduire que

@A P BpRd
q : λdpr ¨ Aq “ rd λdpAq .

Exercice 29. Soient r1, . . . , rd ą 0 et soit Φ : Rd Ñ Rd l’application définie
par Φpx1, . . . , xdq “ pr1x1, . . . , rdxdq. En raisonnant comme dans l’exercice 28,
déterminer λdpΦpAqq en fonction de λdpAq et des rj, pour tout borélien A Ď Rd.

Exercice 30. Montrer que la mesure de Lebesgue sur Rd est invariante par symétries
centrales.

Exercice 31. (aire d’un rectangle quelconque)

Soit R Ď R2 un rectangle quelconque, i.e. à côtés non nécessairement parallèles aux
axes de coordonnés. On note a et b les longueurs des côtés de R. Le but de l’exercice
est de montrer que λ2pRq est (heureusement) égale à ab.

(1) Démontrer le résultat en une ligne en admettant que la mesure de Lebesgue
est invariante par rotations.

(2) Dans cette question, on admet uniquement les propriétés suivantes : λ2 est
invariante par symétries centrales, et la mesure d’un segment quelconque est
égale à 0.

(a) Montrer que la mesure d’un triangle rectangle dont les “côtés de l’angle
droit” sont parallèles aux axes de coordonnés, est bien égale à ce qu’on
imagine.

(b) Compléter intelligemment le rectangle R en un rectangle à côtés par-
allèles aux axes de coordonnées, puis démontrer le résultat souhaité.
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Exercice 32. (aire d’un triangle)

Soit ∆ “ ABC un triangle de R2. On note H le pied de la hauteur issue de A. En
admettant le résultat de l’Exercice 31, montrer qu’on a λ2p∆q “

1
2
BC ˆ AH.

Exercice 33. (aire d’un disque)

Soit D Ď R2 un disque de centre 0 et de rayon R. Le but de l’exercice est de montrer
que λ2pDq est bien égal à ce qu’on attend.

(1) On fixe un point A P BD, et pour tout entier N ě 2, on note PN le polygône
régulier à 2N côtés inscrit dans D dont A est l’un des sommets. Calculer
λ2pPNq en découpant PN en triangles.

(2) Montrer que la suite pPNqNě2 est croissante.
(3) Conclure.

Exercice 34. Soient a, b ą 0. On note E l’intérieur de l’ellipse d’équation x2

a2
`

y2

b2
“ 1.

En utilisant les Exercices 33 et 29, déterminer l’aire de E .

Exercice 35. (mesures invariantes par translations)

Soit µ une mesure borélienne sur Rd. On suppose que µ est invariante par translations
et qu’on a µpBq ă 8 pour tout borélien borné B Ď Rd. Le but de l’exercice est de
montrer qu’il existe une constante c telle que µ “ c λd.

(1) Soit P Ď Rd un “pavé semi-ouvert rationnel”; autrement dit un pavé de la
forme ra1, b1rˆ ¨ ¨ ¨ ˆ rad, bdr, où les ai et les bi sont rationnels.

(a) Montrer qu’on peut trouver N P N˚ et k1, l1, . . . , kd, ld P Z tels que

P “

„

k1

N
,
l1
N

„

ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ

„

kd
N
,
ld
N

„

.

(b) On pose m :“ pl1 ´ k1q ¨ ¨ ¨ pld ´ kdq. Montrer que P est reunion de m
translatés du pavé QN “

“

0, 1
N

“

ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ
“

0, 1
N

“

deux à deux disjoints.

(2) Soit Q “ r0, 1rˆ ¨ ¨ ¨ ˆ r0, 1r. Montrer que pour tout N P N˚, le pavé Q est
réunion de Nd translatés du pavé QN “

“

0, 1
N

“

ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ
“

0, 1
N

“

deux à deux
disjoints.

(3) On pose c :“ µpQq. Déduire de (1) et (2) que pour tout pavé semi-ouvert
rationnel P , on a µpP q “ c λdpP q.

(4) Conclure.

Exercice 36. Le but de l’exercice est de montrer que la mesure de Lebesgue λd
est invariante par isométries ; autrement dit, que si I : Rd Ñ Rd est une isométrie
linéaire, alors

@A P BpRd
q : λdpIpAqq “ λdpAq.
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(1) On note B2 la boule unité euclidienne de Rn. Comparer B2 et IpB2q lorsque
I est une isométrie.

(2) Soit L : Rd Ñ Rd une application linéaire inversible. Montrer qu’on définit
une mesure invariante par translations sur Rd en posant µpAq “ λdpLpAqq
pour tout borélien A.

(3) Conclure en utilisant l’exercice 35.

Exercice 37. En utilisant les Exercices 29 et 36 et la décomposition polaire, montrer
que si L : Rd Ñ Rd est une application linéaire inversible, alors on a pour tout
borélien A Ď Rd :

λdpLpAqq “ | detpLq|λdpAq.


