Calculus 2

Feuille d’exercices n° 3

Exercice 1. Soit P un polynéme de degré d > 0, et soient a,b € R\{0}. Montrer
que I'équation différentielle az’(t) + bx(t) = P(t) possede une solution polynomiale
de degré d.

Exercice 2. En utilisant le résultat de I’Exercice 1, résoudre sur R les équations
différentielles suivantes.

(1) 2'(t) + z(t) = 3; (4) 22'(t) — 3z(t) =t + 1,
(2) 2'(t) — x(t) = t; (5) @'(t) + 2x(t) = t* — 2t + 3;
(3) 2/(t) + 2x(t) = 2t + 1; (6) 72/ (t) 4+ 2x(t) = 2t —5t* + 4t — 1;

Exercice 3. Soit P un polynome de degré d > 0, et soient a,b € R avec a # 0. Soit
également m € R. On consideére 1'équation différentielle ax’(t) + bx(t) = P(t)e™.

(1) Montrer que si am + b # 0, alors I’équation possede une solution de la forme
Q(t)e™ ou @ est un polynome de degré d.

(2) Montrer que si am + b = 0, alors I’équation possede une solution de la forme
Q(t)e™, ou @ est un polynome de degré d + 1 sans terme constant.

Exercice 4. En utilisant le résultat de I’Exercice 3, résoudre sur R les équations
différentielles suivantes.

(1) 2'(t) + 2z(t) = 71, (4) 2/(t) — z(t) = (t* + 1)€*
(2) 2/(t) + 2x(t) = te™?; (5) 2/(t) + z(t) = (t — 1)%e;
(3) 2'(t) — 4a(t) = (2t + 3)e’; (6) 22'(t) +4x(t) = (2 +t+ 1)e!

Exercice 5. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

(1) 2'(t) + 2z(t) = 4Ch( ); (4) 2'(t) — 4z(t) = cos(3t) ;
(2) 2'(t) — x(t) = €' + 3e™?; (5) /() + x(t) = tcos(t);
(3) /(1) — a(t) = sin(t); (6) #'(t) + 2(t) = 3

Exercice 6. Résoudre les équations différentielles suivantes.

(1) ta'(t) + z(t) = 1 + In(¢) sur ]0,00[;
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(2) o'(t) — + x(t) = ¢* sur ]0, o0[ ;

(3) 2'(t) — 2ta(t) = (1—2t)e sur R;
(4) 2'(t) — 2 a(t) = ¢* sur ]0, oo[

(5) @'(t) + (t* + 1)x(¢ ) t?e~t sur R.
(6) (1 +t3)a'(t) + 2tx(t) = 1 sur R.

Exercice 7. Résoudre sur R les “problemes de Cauchy” suivants :
(1) 2'(t) + z(t) = 0 avec x(5) = 1;
(2) 2/(t) + z(t) =t avec z(0) = 1;
(3) 2/(t) = z(t) + (£ — 3t)e! avec 2(0) = —2.

Exercice 8. Résoudre les “problemes de Cauchy” suivants :
(1) 2/(t) + tan(t)z(t) = sin(2t) sur | — w/2,7/2[, avec z(0) = 1;
(2) (t+1)a'(t) +tx(t) = t2—t+1sur |—1,00[, avec 2(1) = 1. (On pourra chercher

une solution particuliere sous la forme d'un polynome.)

Exercice 9. Soit f : R — R la fonction définie par f(t) := cos(arctan(t)).
(1) Vérifier que f est solution de 'équation différentielle 2'(t) = — 15 #(t).

(2) En déduire que Vie R : f(t) = ﬁ

Exercice 10. Soit f : R — R la fonction définie par f(t) := sin (arctan(t)). Vérifier
que f est solution sur ]0,c0[ de I'équation différentielle a'(t) = =y %(t), et en

déduire que Yt e R : f(t) = \/1’3?
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Exercice 11. On considere I"équation différentielle 2'(¢) — z(t) = \/% Montrer que
les solutions de cette équation sur |0, co[ sont les fonctions de la forme

NG
x(t) = ()\ + QJ 682d5> e’ ol A est une constante.
0

Exercice 12. On considere 1'équation différentielle t2z'(t) — z(t) = 0.
(1) Résoudre cette équation différentielle sur |0, o[ et sur | — o0, 0].

(2) Résoudre cette équation différentielle sur R.

Exercice 13. On considere 1'équation différentielle t32/(t) + (2 — 3t?)z(t) = 3.
(1) Résoudre cette équation sur | — oo, 0[ et |0, +oo].



(2) Existe-t-il des solutions définies sur R 7

(3) Déterminer la solution sur |0, 4+oo[ vérifiant z(1) = 0.

Exercice 14. On considere I’équation différentielle ¢(1 + t)z’(t) — (t + 2)z(t) = 2t.

(1) Résoudre cette équation sur |0, oo et sur |—1, 0[, puis la résoudre sur |—1, oof.
(2) Existe-t-il des solutions définies sur R ?

Exercice 15. Déterminer toutes les fonctions dérivables f : R — R vérifiant

Vs,teR : f(s+1t) = f(s)f(t).

(Pour démarrer, dériver l'identité précédente par rapport a s et prendre s := 0.)

Exercice 16. Soit f : R — R une fonction de classe C'. On suppose que (f(t) +
f'(t) = 0 quand t — +0o. Montrer que f(t) — 0 quand ¢t — +o0. (On pourra poser
b(t) = f(t) + f'(t) et considérer I’équation différentielle z(t) + z'(t) = b(t).)

Exercice 17. Soit a,b : R — R deux fonctions continues avec a impaire et b paire.
Montrer que I’équation différentielle a(t) +a(t)x(t) = b(t) admet une unique solution
impaire.

Exercice 18. Résoudre les équations différentielles suivantes.
(1) 32"(t) + 52'(t) + z(t) = 0.
(2) 22"(t) + 32"(t) + 4x(t) = 0.
(3) 92”(t) — 302'(t) + 25z(t) = 0.
(4) 2"(t) + w?z(t) = 0, ot w € R.

Exercice 19. Résoudre sur R les “problemes de Cauchy” suivants :
(1) 22"(t) + 52'(t) — 3z(t) = 0 avec z(0) = 1 et 2/(0) = —1;

(2) 2”"(t) + 32'(t) + 5z (t) = 0 avec x(0) = 3 et 2/(0) = 2.
(3) 2"(t) + 62'(t) + 9x(t) = 0 avec z(1) = 2 et 2/(1) = —1;
(4) 798 2"(t) + 3045 2'(t) + 997 z(t) = 0 avec x(837) = 2/(837) = 0.

Exercice 20. Soient a,b,c € R avec a # 0 et soient u et v deux solutions (sur
R) de l'équation différentielle az”(t) + ba’(t) + cx(t) = 0. On suppose qu'on a
Tu(bm) + 13v(bm) = 0 et 7u/(57) + 13v'(57) = 0. Montrer que la fonction 7u + 13v
est identiquement nulle.
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Exercice 21. Soient x et y deux fonctions dérivables sur R. On suppose que z et y
vérifient le “systeme” d’équations différentielles

'(t) = x(t) + y(1)
y'(t) = —x(t) + 3y(1),
avec les “conditions initiales” z(0) = 1 et y(0) = 3.

(1) Montrer que x est solution d'une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a
coefficients constants a déterminer.

(2) Déterminer les fonctions x et y.

Exercice 22. Soit ¢ : R — C une fonction continue, et soit f la fonction définie par

f@t) = f sin(t — s)p(s) ds.

0
Montrer que f est solution de 1’équation différentielle z”(t) + z(t) = p(¢).

Exercice 23. On veut résoudre sur | — 1, 1] I"équation différentielle
(E) (1 —tH)a"(t) — ta'(t) + 9z(t) = 0.

(1) Soit & : ] — 1, 1[ — R une fonction 2 fois dérivable, et soit z :] — 7, 5[ — R la
fonction définie par z(u) := x(sin(u)). Montrer que z est solution de (E) si et
seulement si z est solution d’une équation différentielle linéaire a coefficients
constants a déterminer.

(2) Résoudre I'équation (E) sur | — 1, 1].



