
L3 Probabilités

Feuille d’exercices no 4

Exercice 1. Soit N P N˚, et soit X une va réelle uniformément distribuée sur
l’ensemble Λ “ t1, . . . , Nu. Calculer l’espérance et la variance de X.

Exercice 2. SoitX une va réelle uniformément distribuée sur un intervalle ra, bs Ď R.
Calculer l’espérance et la variance de X.

Exercice 3. Soit X une va suivant une loi de Poisson de paramètre λ ą 0. Montrer
que si λ est un entier, alors

E
´

|X ´ λ|
¯

“
2λλ e´λ

pλ´ 1q!
¨

Exercice 4. Soient X et Y deux va réelles indépendantes et de même loi µ :“
1
t2

1r1,8rptqdt. Calculer E
´

e
´ 1
X

?
Y

¯

.

Exercice 5. Soient X et Y deux va réelles indépendantes et strictement positives
définies sur pΩ,A,Pq. Montrer que les va pX, Y q et pY,Xq ont la même loi, et en
déduire qu’on a E

`

X
X`Y

˘

“ 1
2
“ E

`

Y
X`Y

˘

¨

Exercice 6. Montrer que si Z et S sont des va réelles indépendantes, alors

@t P R : FS`Zptq “

ż

R
FSpt´ zq dPZpzq “ E

`

FSpt´ Zq
˘

.

Exercice 7. Soient X et T deux va réelles indépendantes. On note FX et FT leurs
fonctions de répartition. Montrer qu’on a

PpX ď T q “ E
`

FXpT q
˘

;

et que si la fonction FT est continue, alors on a aussi

PpX ď T q “ E
`

1´ FT pXq
˘

.
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Exercice 8. Soit pXiqiě1 une suite de va indépendantes suivant une loi de Bernoulli
de paramètre p P s0, 1r, définies sur pΩ,A,Pq. Soit également a P N˚ fixé. Pour n ě 1,
on pose Sn “ X1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn. Enfin, pour ω P Ω, on note T pωq le plus petit entier
n tel que Snpωq ě a s’il en existe un, et on pose T pωq “ 8 si Snpωq ă a pour tout
n ě 1.

(1) Montrer que T est à valeurs dans ta, a` 1, a` 2, . . .uY t8u, et que T est une
va (i.e. T est mesurable).

(2) Montrer que T ă 8 ps.

(3) Montrer que pour tout k P N, on a

PpT “ a` kq “

ˆ

a` k ´ 1

a´ 1

˙

pap1´ pqk.

(4) Quelle formule “bien connue” obtient-on en appliquant (2) et (3) ?

(5) On suppose que a ě 2. Montrer que E
`

a´1
T´1

˘

“ p et E
`

a
T

˘

ą p.

Exercice 9. Le but de l’exercice est de montrer que pour tout θ ą 0 et pour tout
entier n ě 1, on a

n
ÿ

k“0

p´1qk
ˆ

n

k

˙

θ

θ ` k
“

n
ź

k“1

k

θ ` k
¨

(1) Montrer par récurrence sur n le résultat suivant : si X1, . . . , Xn sont des va
réelles indépendantes suivant la loi exponentielle Ep1q, et si Y1, . . . , Yn sont
des va réelles indépendantes telles que Yk suit la loi Epkq pour k “ 1, . . . , n,
alors X :“ maxpX1, . . . , Xnq a la même loi que Y :“ Y1 ` ¨ ¨ ¨ ` Yn. (Utiliser

les fonctions de répartition et l’Exercice 6.)

(2) Soit T un va réelle suivant la loi Epθq. Soient également X1, . . . , Xn des
va réelles indépendantes, indépendantes de T et de loi Ep1q, et soit X :“
maxpX1, . . . , Xnq. En utilisant l’Exercice 7, montrer qu’on a

E
`

e´θX
˘

“ E
`

p1´ e´T qn
˘

.

(3) Démontrer la formule annoncée.

Exercice 10. Soit pXiqiě1 une suite de va réelles indépendantes suivant toutes la loi
uniforme sur r0, 1s, définies sur pΩ,A,Pq. Pour n P N˚, on pose Sn “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn.

(1) En utilisant l’Exercice 6, montrer par récurrence sur n que

@n P N˚ @t P r0, 1s : FSnptq “
tn

n!
¨

(2) Pour n ě 2, calculer Pp1´Xn ă Sn´1 ď 1q.
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(3) On définit une application T : Ω Ñ NN˚ Y t8u de la façon suivante : si
ω P Ω, alors T pωq est le plus petit entier n tel que Snpωq ą 1 s’il en existe
un, et T pωq “ 8 si Snpωq ď 1 pour tout n ě 1. Justifier que T est une va, et
montrer que EpT q “ e.

Exercice 11. Soit X une va réelle, et soit pXiqiě1 une suite de va indépendantes et
de même loi que X (définies sur pΩ,A,Pq). Soit également N une va à valeurs dans
N˚, indépendante des Xi. Pour n P N˚, on pose Sn “ X1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn. Enfin, pour
ω P Ω on pose

SNpωq :“ SNpωqpωq “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `XNpωqpωq.

(1) Justifier que SN est une va et exprimer SN comme somme d’une série faisant
intervenir N et les Sn.

(2) Montrer que si X et N sont dans L1, alors SN P L
1 et

EpSNq “ EpNqEpXq.

Exercice 12. Soit X une va à valeurs dans N.

(1) Justifier que la va 1
X`1

est dans L1.

(2) On note GX “ r´1, 1s Ñ R la fonction génératrice de X,

GXpsq “
8
ÿ

k“0

PpX “ kq sk.

Montrer qu’on a

E
´ 1

X ` 1

¯

“

ż 1

0

GXpsq ds.

(3) On suppose que X suit une loi binomiale Bpn, pq. Calculer E
`

1
X`1

˘

.

Exercice 13. Dans cet exercice, X est une va réelle.

(1) Montrer qu’il existe au moins un nombre réel m tel que PpX ď mq ě 1{2 et
PpX ě mq ě 1{2. On dit qu’un tel m est une médiane de X. (On pourra

considérer m :“ inftt P R : FXptq ě 1{2u.)

(2) Montrer que si m est une médiane de X, alors :

@x ą m : PpX ď xq ě
1

2
et PpX ě xq ď

1

2
;

@x ă m : PpX ě xq ě
1

2
et PpX ď xq ď

1

2
¨
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(3) Soit ψ : RÑ R la fonction définie par ψpxq “ PpX ď xq´PpX ě xq. Montrer
que si X P L1 et si a ă b, alors

E
`

|X ´ b|
˘

´ E
`

|X ´ a|
˘

“

ż b

a

ψpxq dx.

(4) On suppose que X P L1. Déduire des questions précédentes que si m est une
médiane de X, alors

E
`

|X ´m|
˘

“ inf
!

E
`

|X ´ u|
˘

; u P R
)

.

Exercice 14. Soit X une va réelle, et soit ε une va indépendante de X et suivant la
loi de Rademacher, i.e. Ppε “ 1q “ 1

2
“ Ppε “ ´1q. On pose Y “ εX.

(1) Montrer qu’on a EpXY q “ EpXqEpY q.
(2) Montrer que si la va X2 n’est pas presque sûrement constante, alors X et Y

ne sont pas indépendantes.

Exercice 15. Soient X et Y deux va réelles définies sur pΩ,A,Pq.

(1) On suppose que X ne peut prendre que 2 valeurs distinctes au plus. Montrer
que si f : R Ñ R est une fonction borélienne quelconque, alors fpXq est
fonction affine de X, i.e. il existe des constantes a et b telles que fpXq “
aX ` b.

(2) On suppose que X et Y ne peuvent prendre chacune que 2 valeurs distinctes
au plus. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si EpXY q “
EpXqEpY q.

Exercice 16. Soient X1, . . . , XN des va réelles deux à deux indépendantes et appar-
tenant à L2, de même moyenne m et de même variance σ2. On pose

X “
X1 ` ¨ ¨ ¨ `XN

N
et V “

1

N ´ 1

N
ÿ

i“1

pXi ´Xq
2.

Calculer EpXq et EpV q.

Exercice 17. Soit X une va réelle définie sur pΩ,A,Pq, et soient f, g : RÑ R deux
fonctions croissantes.

(1) Montrer que si Y est une autre va réelle définie sur pΩ,A,Pq, alors la va
Z “

`

fpXq ´ fpY q
˘`

gpXq ´ gpY q
˘

est positive.
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(2) On suppose que les va fpXq et gpXq sont dans L2. En appliquant (1) à une
va Y indépendante de X et de même loi que X, montrer qu’on a

E
`

fpXqgpXq
˘

ě E
`

fpXq
˘

E
`

gpXq
˘

.

Exercice 18. Soit X un va à valeurs dans un intervalle ra, bs. En utilisant le fait

que σ2pXq “ σ2pX ´ cq pour toute constante c, montrer que σ2pXq ď pb´aq2

4
¨

Exercice 19. Soient a1, . . . , an P R, et soient ε1, . . . , εn des va à valeurs dans t´1, 1u,
deux à deux indépendantes et suivant chacune la loi de Rademacher, i.e. Ppε “ 1q “

1
2
“ Ppε “ ´1q. Calculer E

ˆ

`

n
ř

i“1

aiεi
˘2

˙

.

Exercice 20. Soit d P N˚, et soient u1, . . . , uN P Rd tels que }ui} ď 1 pour i “
1, . . . , N , où } ¨ } est la norme euclidienne sur Rd. Soient également p1, . . . , pN P r0, 1s.
On pose

v :“
N
ÿ

i“1

piui.

(1) Soient X1, . . . , XN des va indépendantes, chaque Xi suivant la loi de Bernoulli
Bppiq. Montrer qu’on a

E

˜

›

›

›
v ´

N
ÿ

i“1

Xiui

›

›

›

2

¸

“

N
ÿ

i“1

pip1´ piq}ui}
2.

(2) Montrer qu’il existe x1, . . . , xN P t0, 1u tels que

›

›

›
v ´

N
ÿ

i“1

xiui

›

›

›
ď

?
N

2
¨

Exercice 21. (Borel-Cantelli amélioré)

Soit pΩ,A,Pq un espace de probabilité, et soit pEiqiě1 une suite d’évènements deux
à deux indépendants. On suppose qu’on a

ř8

i“1 PpEiq “ 8. Le but de l’exercice est

de montrer que P
`

limEi
˘

“ 1. (La subtilité est qu’on ne suppose pas que les Ei sont

indépendants.)

(1) Soit pSnqně1 une suite croissante de va réelles positives et appartenant à L2.
On suppose que

EpSnq Ñ 8 et
σ2pSnq

EpSnq2
Ñ 0 quand nÑ 8.

(a) Montrer que Tn “
Sn

EpSnq tend vers 1 en norme L2.
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(b) En déduire que Sn Ñ 8 presque sûrement.

(2) Conclure en observant que limEi “ tω P Ω;
ř8

i“1 1Eipωq “ 8u.

Exercice 22. Soit φ : R Ñ R une fonction de classe C1 telle que φ1 est intégrable
sur R et φptq Ñ 0 quand t Ñ ´8. Montrer que si Z est une va réelle quelconque,
alors φpZq P L1 et

EpφpZqq “
ż

R
PpZ ą tqφ1ptqdt.

Exercice 23. Soit X une va à valeurs dans N. Montrer que EpXq “
8
ř

n“0

PpX ą nq.

Exercice 24. SoitX une va réelle. On suppose qu’il existe des constantes A, c, α, t0 ą
0 telles que @t ą t0 : P

`

|X| ą t
˘

ď Ae´c t
α
. Montrer que X P Lp pour tout p P r1,8r.

Exercice 25. Soit X une va réelle suivant la loi N p0, 1q. Montrer que X P Lp pour
tout p ă 8, et calculer EpXkq pour tout k P N.

Exercice 26. Soit p P r1,8r, et soient X et Y deux va réelles définies sur pΩ,A,Pq,
indépendantes et appartenant à Lp.

(1) Montrer que }X ` Y }pp ě
ş

R

`ş

R |x` y| dPY pyq
˘p
dPXpxq.

(2) En déduire que si Y est centrée, alors }X ` Y }p ě }X}p.

Exercice 27. Soit X une va réelle appartenant à L4. Pour k P J0, 4K, on pose
mk :“ EpXkq.

(1) Montrer qu’on a m3 ď m
3{4
4 .

(2) Dans cette question, on suppose que m1 ď 0.

(a) En considérant la forme quadratiqueQ : R3 Ñ R définie parQpu, v, wq :“

E
”

`

u` vX ` wX2
˘2
ı

, montrer que

det

¨

˝

m0 m1 m2

m1 m2 m3

m2 m3 m4

˛

‚ě 0

(b) En déduire l’inégalité m2
3 ď m4m2 ´m

3
2.

(c) Montrer qu’on a m3 ď
`

4
27

˘1{4
m

3{4
4 .
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Exercice 28. Soit a ą 0, et soit φ : RÑ r0, as une fonction borélienne. Montrer que
pour tout 0 ď α ă a, on a

P
`

φpXq ě α
˘

ě
E
`

φpXq
˘

´ α

a´ α
¨

Exercice 29. Soit X une va réelle positive appartenant à L2, et soit α P s0, 1r.

(1) On pose m “ EpXq. En écrivant X “ X 1rαm,8rpXq `X 1s´8,αmrpXq, établir
l’inégalité

p1´ αqm ď E
`

X 1rαm,8rpXq
˘

.

(2) Montrer qu’on a

P
`

X ě αEpXq
˘

ě p1´ αq2
EpXq2

EpX2q
¨

(Cette inégalité s’appelle l’inégalité de Paley-Zygmund.)

Exercice 30. Soit X une va réelle appartenant à L2, de moyenne m, et soit pXiqiě1
une suite de va indépendantes et de même loi que X. Pour n ě 1, on pose Sn “
X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn. En utilisant convenablement l’inégalité de Tchebitchev, montrer que

lim
|Sn ´ nm|
?
n

ă 8 presque sûrement.

Exercice 31. Dans cet exercice, n est un entier ě 2. Le but de l’exercice est de
montrer que si X1, . . . , Xn sont des va réelles suivant toutes la loi normale N p0, 1q,
alors

E
´

maxpX2
1 , . . . , X

2
nq

¯

ď 2 logpnq ` 2.

(1) Montrer que si X est une va de loi N p0, 1q, alors

@u ě 0 : Pp|X| ą uq ď e´
u2

2 .

(2) Soient X1, . . . , Xn des va de loi N p0, 1q, et soit Z :“ maxpX2
1 , . . . , X

2
nq.

(a) Montrer à l’aide de (1) que

@t ě 0 : PpZ ą tq ď n e´t{2.

(b) En déduire que

@α ą 0 : EpZq ď α ` 2n e´α{2.

(c) Démontrer l’inégalité annoncée.
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Exercice 32. Soit pXiqiPN une suite de va réelles indépendantes définies sur pΩ,A,Pq.
On suppose que les Xi sont dans L2, qu’elles sont centrées, et qu’on a

ř8

i“0 σ
2pXiq ă

8. Le but de l’exercice est de montrer que la série
ř

Xi converge presque sûrement.

(1) Soient m,N P N, avec N ď m. Pour j P tN, . . . ,mu, on pose Sj :“
j
ř

i“N

Xi.

Soit également ε ą 0. Le but de cette question est d’établir l’inégalité suivante
(qu’on appelle l’inégalité maximale de Kolmogorov) :

P
ˆ

max
Nďjďm

|Sj| ě ε

˙

ď
1

ε2

m
ÿ

i“N

σ2
pXiq .

(a) Pour i P tN, . . . ,mu, on pose

Bi :“
 

ω P Ω; |Skpωq| ă ε pour tout k vérifiant N ď k ă i
(

.

Montrer que pour tout ω P Ω, on a l’équivalence suivante :

max
Nďjďm

|Sjpωq| ě ε ðñ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

i“N

Xipωq1Bipωq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě ε.

(b) Montrer que si N ď i ă i1 ď m, alors les va Xi1 et Xi1Bi1Bi1 sont
indépendantes.

(c) Déduire de (b) qu’on a

E

˜

´

m
ÿ

i“N

Xi1Bi

¯2

¸

ď

m
ÿ

i“N

σ2
pXiq.

(d) Démontrer l’inégalité souhaitée

(2) Déduire de (1) que pour tout ε ą 0 et pour tout N P N, on a

P

˜

Dm ě N :
ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

i“N

Xi

ˇ

ˇ

ˇ
ą ε

¸

ď
1

ε2

8
ÿ

i“N

σ2
pXiq .

(3) Soit ε ą 0. Montrer à l’aide de (2) que pour tout N P N, on a

P

˜

Dp, q ě N :
ˇ

ˇ

ˇ

q
ÿ

i“p

Xipωq
ˇ

ˇ

ˇ
ą ε

¸

ď
4

ε2

8
ÿ

i“N

σ2
pXiq.

(4) Conclure.

Exercice 33. Soit paiq une suite de nombres réels telle que
ř8

i“0 a
2
i ă 8. En utilisant

l’Exercice 32, montrer qu’il existe une suite de signes pεiq P t´1, 1uN telle que la série
ř

εiai est convergente.
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Exercice 34. Soit X une va à valeurs dans r´1, 1s et telle que EpXq “ 0. Le but de
l’exercice est de montrer que pour tout r ą 0, on a

Pp|X| ě rq ď 2e´r
2{2.

(1) Montrer que pour tout x P r´1, 1s et pour tout t P R, on a etx ď 1´x
2
e´t `

x`1
2
et.

(2) En déduire que pour tout t P R, on a EpetXq ď et
2{2.

(3) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 35. Soit X une variable aléatoire bornée, d’espérance nulle, et soit pXiq

une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi que X. Pour n P N˚,
on pose Sn “ X1`¨ ¨ ¨`Xn. Le but de l’exercice est de montrer que Sn

nα
tend presque

sûrement vers 0 pour tout α ą 1{2.

(1) Justifier que etX P L1 pour tout t P R.

(2) Soit a ą 0. Montrer que pour tout λ ą 0 et pour tout n ě 1, on a

Pp|Sn| ě aq ď e´λa
`

EpeλXqn ` Epe´λXqn
˘

.

(3) Montrer que la fonction t ÞÑ E
`

etX
˘

est de classe C2 sur R, puis montrer qu’il

existe une constante C telle que @t P r´1, 1s : EpetXq ď 1` Ct2.

(4) Soit α ą 0. Montrer que pour tout ε ą 0, pour tout n P N˚ et pour tout
λ P s0, 1s, on a

P
ˆ

|Sn|

nα
ě ε

˙

ď 2e´λn
αε`Cnλ2 .

(5) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 36. Dans tout l’exercice, X est une va réelles, et X1, . . . , Xn sont des va
indépendantes et de même loi que X. On pose

Sn :“ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn et Tn :“ X2
1 ` ¨ ¨ ¨ `X

2
n.

(1) Montrer que si S, T sont des va réelles et si x, y, u, v ě 0, alors

P
`

S ě x , T ď y
˘

ď e´ux`vy E
`

euS´vT
˘

(2) Montrer à l’aide de (1) que

@x, y, u, v ě 0 : P
`

pSn ě x , Tn ď y
˘

ď e´ux`vy E
´

euX´vX
2
¯n

.
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(3) Dans cette question, on suppose que la va X est symétrique, ce qui signifie
que P´X “ PX . Montrer que

@u, v ě 0 : E
´

euX´vX
2
¯

“ E
´

chpuXq e´vX
2
¯

;

et en déduire que

@u ě 0 : E
´

euX´
u2

2
X2
¯

ď 1.

(4) On suppose que la va X est symétrique. Déduire des questions précédentes
que

@x, y ą 0 : P
`

Sn ě x , Tn ď y
˘

ď e´
x2

2y .

(5) On suppose que la va X est symétrique et bornée, et on pose C “ }X}8. En
observant que Tn ď C2n, déduire de (4) que

@ε ą 0 : P
ˆ

Sn
n
ě ε

˙

ď e´nε
2{2C2

.

Cette inégalité s’appelle l’inégalité de Hoeffding.

Exercice 37. Dans tout l’exercice, on fixe une suite pεiqiPN de va indépendantes
définies sur pΩ,A,Pq, à valeurs dans t´1, 1u, et suivant toutes la loi de Rademacher,
i.e. Ppε “ 1q “ 1

2
“ Ppε “ ´1q. On note E Ď L8 l’espace vectoriel engendré par

les fonctions εi. Le but de l’exercice est d’établir le résultat suivant : sur l’espace E,
toutes les normes || ¨ ||p, 1 ď p ă 8 sont équivalentes. (Ce résultat est remarquable

car E est de dimension infinie.)

(0) Soit Z “
ř

iPI aiεi P E , où I Ď N est fini. Calculer }Z}22.

(1) Soit Z “
ř

iPI aiεi P E .

(a) Pour λ P R, calculer E
`

e˘λZ
˘

et montrer qu’on a E
`

e˘λZ
˘

ď e
λ2

2

ř

i a
2
i .

(b) Montrer que pour tout t ą 0, on a

P
`

|Z| ą t
˘

ď 2 exp

¨

˝´
t2

2
ř

iPI

a2i

˛

‚.

(2) Soit Z “
ř

iPI aiεi P E , et soit 1 ď p ă 8. En utilisant (1) et “la formule bien
connue” pour Ep|Z|pq, montrer que si }Z}2 “ 1, alors }Z}p ď Bp, où Bp est
une constante finie dépendant uniquement de p.

(3) Soient toujours Z “
ř

iPI aiεi P E et 1 ď p ă 8.

(a) Comparer }Z}p et }Z}2 lorsque p ě 2.
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(b) (i) Montrer que si X est une variable aléatoire positive, alors

EpX2
q ď pEpXp

qq
2{3
ˆ
`

EpX6´2p
q
˘1{3

.

(ii) On suppose que p ă 2. En utilisant (i) et en appliquant (2) à un
autre exposant que p, montrer que si }Z}2 “ 1, alors }Z}p ě Ap pour
une certaine constante Ap ą 0 dépendant uniquement de p.

(4) Conclure.

Exercice 38. Soit f : r0, 1s Ñ C une fonction continue. On définit les polynômes
de Bernstein Bnf , n ě 1 par

Bnfpxq “
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f

ˆ

k

n

˙

xkp1´ xqn´k.

Le but de l’exercice est de montrer “de manière probabiliste” que Bnf tend uni-
formément vers f sur r0, 1s quand nÑ 8.

(1) Soit x P r0, 1s fixé. On considère une suite pXiqiě1 de variables aléatoires
indépendantes définies sur le même espace de probabilité et suivant chacune
une loi de Bernoulli de paramètre x. Pour n P N˚, on pose Sn “ X1`¨ ¨ ¨`Xn.

(a) Vérifier que Bnfpxq ´ fpxq “ E
”

f
`

Sn
n

˘

´ fpxq
ı

.

(b) Calculer EpSn
n
q et σ2pSn

n
q, et en déduire que pour tout δ ą 0, on a

P
ˆ

ˇ

ˇ

ˇ

Sn
n
´ x

ˇ

ˇ

ˇ
ě δ

˙

ď
1

4nδ2
¨

(2) Pour δ ą 0, on pose ωf pδq “ sup
 

|fpvq ´ fpuq|; |v ´ u| ă δ
(

. Déduire de (1)
que pour tout x P r0, 1s, on a

|Bnfpxq ´ fpxq| ď ωf pδq `
}f}8
2nδ2

¨

(3) Conclure.

Exercice 39. On garde les notations de l’exercice 38. Montrer que si la fonction f
est lipschitzienne sur r0, 1s, alors il existe une constante C telle que

@n ě 1 : }Bnf ´ f}8 ď
C
?
n
¨

Exercice 40. On garde les notations de l’exercice 38, et on suppose que la fonction
f est de classe C2 sur r0, 1s.
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(1) Soit M “ sup t|f2ptq|; t P r0, 1su. Montrer que pour u, x P r0, 1s, on peut
écrire

fpuq ´ fpxq “ f 1pxqpu´ xq `Rpu, xq, où |Rpu, xq| ď
M

2
pu´ xq2.

(2) Montrer qu’il existe une constante C telle que

@n ě 1 : }Bnf ´ f}8 ď
C

n
¨

Exercice 41. Soit f : r0, 1s Ñ R la fonction définie par fpxq “ |x´ 1
2
|.

(1) Vérifier que f est lipschitzienne.

(2) Soient Bnf , n ě 1 les polynômes de Bernstein associés à f (cf l’Exercice 38).
Soit également pεiqiě1 une suite de va indépendantes suivant toutes la loi de
Rademacher. Montrer que pour tout n ě 1, on a

ˇ

ˇ

ˇ
Bnf

`

1{2
˘

ˇ

ˇ

ˇ
“

1

2n
E
´ ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

εi

ˇ

ˇ

ˇ

¯

.

(3) En utilisant l’Exercice 37, en déduire qu’il existe une constante c ą 0 telle
que

@n ě 1 : }Bnf ´ f}8 ě
c
?
n
¨

Comparer ce résultat à celui de l’Exercice 39.


