M2 “Analyse avancée”

Feuille d’exercices n°® 3
(espaces vectoriels topologiques)

Exercice 1. Soit (G, -) un groupe topologique. Montrer que si H € G est un sous-
groupe ouvert, alors H est également fermé dans G.

Exercice 2. Soit H un espace de Hilbert séparable. On note U(H) '’ensemble de
tous les opérateurs unitaires U : H — H. Alors U(H) est évidemment un groupe
(pour la composition). On munit U (H) de la topologie SOT. Le but de I’exercice est
de montrer que U(H) est un groupe topologique polonais.

(1) Soit D = {z,;n € N} un ensemble dénombrable dense dans la sphere unité de
H. Montrer que pour tout U € By, on a les équivalences suivantes :
UeU(H) < VneN : Uz, =1 et |[U'zl=1

< VYneNVkeN*" :

1 1
(Uzn\>1—E et dIm : <Uzm,zn>>1—E).

En déduire que U(H) est un espace polonais. (On rappelle que (B g, SOT) est
polonais.)

(2) Montrer que I'application (U, V') — UV est continue de U(H) x U(H) dans
U(H).

3) Soit (U,) une suite d’éléments de U(H ) telle que U, S U eU(H).
P P
(a) Montrer que Vx e H : (Urx,U*z) — |z]*.
(b) En déduire que Uy LA

(4) Conclure.

Exercice 3. Soit X un espace vectoriel topologique. Montrer que pour tout a € X
et pour tout ouvert U tel que a € U, on peut trouver un ouvert U’ tel que a € U’ et
UcU.

Exercice 4. Soit X un espace vectoriel topologique. Montrer que si F' € X est fermé

et si K < X est compact, alors I’ensemble F' + K est un fermé de X.
1



2

Exercice 5. Soit X un evt. Montrer que si A, B < X, alors A+ B< A+ B.

Exercice 6. Soit I un ensemble quelconque, et soit F(I) lespace de toutes les
fonctions f : I — C, muni de la topologie de la convergence simple. Déterminer
toutes les formes linéaires continues sur F(I).

Exercice 7. (dual de ¢)
Dans cet exercice, on détermine le dual de I'espace de Banach ¢y = ¢y(N). On notera
(€n)nen la “base canonique” de cq.

(1) Montrer que si a € (*(N), alors la formule ¢,(z) := >, a,x, définit une
forme linéaire continue sur co, et qu'on a |@.| = |al;.

(2) Soit ¢ : ¢y — K une forme linéaire continue sur ¢q. Pour n € N, on pose
an := ¢(e,). Montrer que si x € cg, alors ¢(x) = > anty, olt la série converge
dans K. Montrer ensuite qu'on a 3~ |a,| < |¢| pour tout N € N.

(3) Montrer que ¢} s’identifie isométriquement a £*.
Exercice 8. (dual de 7, 1 < p < o)

Soit p € [1, [, et soit ¢ 'exposant conjugué. En procédant comme dans 1'exercice 7,
montrer que le dual de /7 = (P(N) s’identifie isométriquement a ¢4.

Exercice 9. (décomposition de Riesz)
Soit X un espace vectoriel normé réel, et soient py,...,p, : X — R des fonctionnelles
sous-linéaires. Soit également L : X — R une forme linéaire. On suppose qu’on a

Vee X : L(z) < Zpk(x)
k=1
Montrer qu’il existe des formes linéaires Ly, ... L, : X — R telles que
L=> L. et Vk: Lp<ps
k=1

(On pourra considérer E := {(z,...,x); x € X} € X" et la fonction p : X" — R définie
par p(x1,. .. xn) == Dy pr(ar).)

Exercice 10. On dit qu'une forme linéaire L : C([0,1],R) — R est positive si on
a L(f) = 0 pour toute f > 0. Montrer que toute forme linéaire continue L sur
C([0, 1], R) peut s’écrire L = Ly — Ly ou Ly et Ly sont des formes linéaires positives.
(Utiliser UEzercice 9 avec p1(f) :== [fT ] et p2(f) == [f |eo-)
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Exercice 11. Soit H un espace de Hilbert, et soit £ < H un sous-espace fermé.
Montrer que si ¢ € E*, alors alors ¢ possede une unique extension de Hahn-Banach
® € H*, et donner une formule pour ®.

Exercice 12. Montrer que si ¢ € (CO(N))*, alors ¢ possede une unique extension de

Hahn-Banach ® € (£ (N))*

Exercice 13. Soit F := {x € (}(N); zy; = 0 pour tout i € N} < ¢}(N). Montrer que
si p e E* et ¢ # 0, alors ¢ possede une infinité d’extensions de Hahn-Banach.

Exercice 14. Soit I un ensemble non vide, et soit ¢*(I) I'espace de toutes les
fonctions bornées f : I — R, muni de la norme || - ||5. Soit également X un espace
vectoriel normé réel, et soit F un sous-espace vectoriel de X. Montrer que toute
application linéaire continue T : ' — (*(I) se prolonge en une application linéaire

continue T : X — (*(I) vérifiant [T = | T|.

Exercice 15. Soit X un espace vectoriel normé et soit £ un sous-espace fermé de X.
Montrer que pour tout point z € X\E, on peut trouver z* € X* telle que [|z*| = 1,
z* =0sur E et (%, z) = dist(z, E).

Exercice 16. Soient X un espace vectoriel normé, [a, b] un intervalle compact de R
et f:[a,b] = X une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Montrer qu’il

existe ¢ € Ja, 0] tel que |[f(b) — f(a)| < [f(c)] (b —a).

Exercice 17. Soit X un espace de Banach séparable. Montrer qu’il existe un en-
semble dénombrable D € X* qui sépare les points de X.

Exercice 18. (Théoreme de Liouville vectoriel)

Soit X un espace de Banach complexe. Si €2 est un ouvert de C, on dit qu'une
fonction f : Q — X est holomorphe si elle est C-dérivable en tout point. Montrer
que si f: C — X est homomorphe et bornée, alors f est constante.

Exercice 19. Soit X un espace vectoriel normé réel. Pour tout x € X, on pose
J(z) = {a* € X* [a*| = |z| et {a*, ) = [}

(1) Montrer que dans la définition de J(z), on peut remplacer “|z*| = |z|” par
44 b2
= <[]

(2) Montrer que J(z) est une partie non-vide, convexe et fermée de X*.



(3) Montrer que si x € X et x* € X*, alors
1
e J(z) = VyeX : (&% y—12)< §(||y|\2 —|lz[?).
(Pour <, commencer par prendre y = tx pour montrer que (z*,z) = |z|?.)

(4) Montrer que si z,y € X, alors
Vot e J(x) Vy* e J(y) « YF -2y —a) = (Jy] - =])* = 0.

5) Dans cette question, on suppose que la norme de X* est strictement convexe.
( q , ppose q

(a) Montrer que pour tout z € X, 'ensemble J(x) est réduit a 1 point (qu’'on
notera encore J(z)).

(b) Montrer que si x,y € X, alors
J(x) = J(y) <= Jy) - J(x),y —x)=0.

Exercice 20. Soit X := (R% | - ||,), ot 1 < p < o0. Avec les notations de 1'Exercice
19, déterminer explicitement J(z) pour x € X.

Exercice 21. Soit X un espace vectoriel normé sur K = R ou C, et soit (z,,),ey une
suite de vecteurs de X linéairement indépendants. Soit également (a,),ey une suite
d’éléments de K. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) 11 existe une forme linéaire continue z* € X* telle que Yn € N : (x*, x,) = a,.
(ii) Il existe une constante C' < o telle que
N
PR
j=1

YA, Ay eK : <C

N
PRV
7j=1

Exercice 22. Soit X un espace vectoriel normé réel, et soient &y, ® € X* vérifiant
|Do| =1 = |P]. Soit également £ > 0. On suppose qu’'on a |®(x)| < £ |z| pour tout
x € ker(®Dy).

(1) Montrer qu’il existe une forme lindaire ® € X* telle que : || < e et & — @
est proportionnelle a .

(2) On écrit ® — ® = A®,, ot A € R. Montrer que \ vérifie |1 — [A|| <.
(3) Montrer qu'on a |® + ®¢|| < 2¢ ou |® — @ < 2¢. (Discuter selon le signe de
A).
Exercice 23. (¢! n’est pas le dual de (*)

(1) Montrer que si a € (*(N), alors la formule ®,(z) := >.”  a,x, définit une
forme linéaire continue sur ¢*(N), et qu’on a ||D,| = [|la];.
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(2) On note ¢ le sous-espace de £* constitué par toutes les suites (x,,) admettant
une limite (finie) quand n — .

(a) Montrer qu’il existe une forme linéaire continue ® € (£*)* telle que
Veec: ®(x) =lim, o z,.

(b) Montrer que ® n’est pas du type ®,.

Exercice 24. (L' n’est pas le dual de L®)

Montrer que si f € L'(R), alors la formule ®(g) := {; f(¢)g(t) dt définit une forme
linéaire continue sur L*(R), et qu'on a |®¢| = | f|1. Montrer ensuite qu’il existe des
formes linéaires continues sur L*(R) qui ne sont pas de la forme ®;.

Exercice 25. Soit X un evt localement convexe. Pour A € X et B < X*, on pose
At ={2*e X*; Ve A : (z*,z) =0} et
By :={zeX; Va*e B : {z*,z) = 0}.

Montrer que si E est un sous-espace vectoriel de X, alors (E4), = E.

Exercice 26. (suites 1-séparées)
Soit X un espace vectoriel normé de dimension infinie. On note Bx la boule unité
fermée de X.

(1) Soit £ < X un sous-espace de dimension finie. Montrer qu'’il existe un point

r e X tel que |z| = 1et |z —z| = 1 pour tout z € E. (Partir d’'un point
a € X\E, et d’une forme linéaire continue ® : E® Ka — K telle que |®|| =1 et
® =0 surE).

(2) Montrer qu’il existe une suite (z,)neny < Bx telle que |z, — x,| = 1 pour
P #q.

Exercice 27. Soit () un ouvert connexe de C, et soit f : {2 — X une fonction
holomorphe a valeurs dans un espace de Banach X. Montrer que si A < 2 possede
un point d’accumulation dans €, alors Vect {f(A\); A € A} = Vect {f(2); z € Q}.

Exercice 28. Soit 1 < p < 0. Montrer que E := {x elP(N); zeltet D)7 x, = O}
est dense dans ¢?(N).

Exercice 29. Montrer que E := {f € L?(R); f e L' et {, f(t)dt = 0} est dense
dans L*(R).
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Exercice 30. Soit X un espace de Banach complexe, et soit (e,),en une suite bornée
d’éléments de X tel que vect {e,; n € N} = X. Pour tout A e D := {2z € C; |z]| < 1},
on pose Ty = Z;O:O A'e,. Justifier la définition, puis montrer que si A € D est un
ensemble possédant un point d’accumulation dans D, alors vect{x,; A € A} est dense
dans X.

Exercice 31. Soit p € [1,00[, et soit D = {z € C; |z] < 1}. Pour A € D, on note x,
I'élément de (P(N) défini par x) := (A")nen. Montrer que si A € D est un ensemble
possedant un point d’accumulation dans D, alors Vect{m,\; A E A} est dense dans
(?(N). (Utiliser Uezercice 50, ou procéder directement.)

Exercice 32. Soit [ un intervalle compact de R. Pour a € C\/, on note f, € C(I) la

fonction définie par f,(t) := ﬁ

(1) Soit M := sup{|t|; t € I}. Pour a vérifiant |a| > M, développer f,(t) en série.

(2) Montrer que si A € C\I est un ensemble ou bien non borné, ou bien possedant
un point d’accumulation dans C\D(0, M), alors Vect{ fa; a € A} est dense
dans C(I). (Utiliser l’exercice 30, ou procéder directement).

(3) Montrer que la conclusion de (2) est encore valable si on suppose seulement
que A possede un point d’accumulation dans C\I. (Utiliser I’Exercice 27.)

Exercice 33. Soit (a,)nen une suite strictement croissante de réels positifs admet-
tant une limite finie, avec ag = 0. Le but de I'exercice est de montrer que 1’espace
vectoriel engendré par les fonctions ¢ — ¢ est dense dans C([0, 1]).

(1) Soit ® une forme linéaire continue sur C([0, 1]). Pour z € C vérifiant Re(z) >
0, on pose Gg(z) := L(t?), ou t* est la fonction ¢t — t* (avec la convention
0% = 0). On pose également G¢(0) := P(1).

(a) Montrer que si Gg(k) = 0 pour tout k € N, alors & = 0.
(b) On note U le demi-plan {Re(z) > 0}.
t

(i) Soit a € U. Pour t € [0, 1], déterminer lim,_,, =2 Montrer ensuite
que cette limite est uniforme par rapport a t € [0, 1]. (Penser par
exemple a l'inégalité des accroissements finis.)

(ii) Montrer que G est holomorphe sur U.

(2) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 34. On note P < C([0, 1]) I'ensemble des fonctions polynomiales. Soient
t1,...,tqg € [0,1] deux a deux distincts, et kq,..., ks € N*. On pose

E:={PeP;Vje[l,d] : P*)(t;) =0}.
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(1) Soit K e N*. Montrer que pour toute fonction f € CX([0,1]) et pour tout
e > 0, on peut trouver P e P tel que Yk € {0,..., K} : [|[P® — fB)|, <e.

(2) Déduire de (1) que pour tout j € [[1, d] et pour tous A, « > 0, on peut trouver
P e P vérifiant |P|,, < 1, [P®)(t;)| > Aet Vi # j : [P*)(t)] < a.

(3) Soit ® une forme linéaire sur C([0, 1]) vérifiant ®(P) = 0 pour tout P € £.
(a) Montrer qu'il existe Aq,...A\s € K tels que

d
VPeP : &(P) =Y \PM(t).
j=1

(b) En déduire que si @ # 0, alors ® n’est pas continue. (Utiliser (2)).
(4) Montrer que & est dense dans C([0, 1]).

Exercice 35. Pour a < 1/2, on définit f, : ]0,1[ — R par f,(t) := t~*. Montrer
que I'espace vectoriel engendré par les fonctions f, est dense dans L?(]0, 1[).

Exercice 36. Soit F I'ensemble des fonctions f : R — C de la forme f(t) = P(t)e ",
ol P est un polynome. Justifier que F = L?*(R), puis montrer que F est dense dans
L*(R).

Exercice 37. Soit (X,| - |x) un espace vectoriel normé réel, et soit C' < X un

o

ensemble convexe tel que 0 € C'. On note po la fonctionnelle de Minkowski de C'.

(1) Montrer que si C' est borné et symétrique (—C' = ('), alors pc est une norme
équivalente a la norme || - || x.

(2) On suppose que C' = {x € X; N(z) < 1}, ou N est une norme sur X.
Déterminer po dans ce cas.

Exercice 38. Soit (£2,,P) un espace de probabilité, et soit X : Q@ — R une
variable aléatoire intégrable. Soit également C' < R? un ensemble convexe fermé. On
suppose que X est presque partout a valeurs dans C'. Montrer que E(X) € C.

Exercice 39. Soit X un R-espace vectoriel, et soient ¢q, ..., ¢, des formes linéaires
sur X. Soient également aq,...,a, € R. On suppose que
Vcl,...,cneR . (ch¢k =O> —— (ch&k:()) .
k=1 k=1
Montrer qu’il existe z € X tel que ¢p(x) = ap pour k = 1,...,n. (Il pourra étre utile

de considérer l'application linéaire L : X — R™ définie par L(x) := ((;51 (z),..., gbn(x)))
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Exercice 40. Soit d € N*, et soit P := {z € R%; 2; > 0 pour i = 1,...,d}. Montrer
que si E € R? est un sous-espace vectoriel tel que £ n P = {0}, alors E*+ n P+
En déduire que pour tout sous-espace vectoriel E € R? tel que En P = {0}, on peut
trouver un hyperplan H tel que £ < H et H n P = {0}.

Exercice 41. Soit X un evt localement convexe réel, et soit C' € X un ensemble
convexe fermé.

(1) Soit (p;)ier une famille de fonctions affines sur C, a valeurs réelles, telles que
sup,e; pi(r) < oo pour tout x € C. Montrer que la fonction ¢ := sup,.; ¢; est
convexe et semi-continue inférieurement (ce qui signifie que pour tout b € R,
I'ensemble {x € C; ¢(x) < b} est un fermé de C).

(2) Soit ¢ : C'— R une fonction convexe et semi-continue inférieurement.

(a) Montrer que K := {(x,t) € C xR : ¢(z) <t} est un convexe fermé de
X x R.

(b) Soit z¢ € C. Montrer que pour tout r < ¢(xy), on peut trouver z* € X*
et A € R tels que

VeeC : {o* x)y+ p(x) < &%, x0) + M.
En déduire qu’il existe une fonction affine continue ¢, : €' — R telle
que Qg < ¢ et Qg (x0) > 7.
(¢) Montrer qu’il existe une famille de fonctions affines continues (;);cs telle
que ¢ = SUP;cs Y-

Exercice 42. (inégalité de Jensen)

Soit X une variable aléatoire intégrable & valeurs dans R?. On suppose que X est
presque siirement a valeurs dans un certain convexe fermé C' < R?. Montrer que si
¢ : C — R une fonction convexe telle que la v.a. ¢ o f est intégrable, alors

¢(E(X)) <E(e(X))-
(On a E(X) € C d’aprés UEzercice 38, donc ¢(E(X)) est bien défini. Pour Uinégalité,

utiliser ’Ezercice /1.)

Exercice 43. (hyperplans d’appui)

Soit E un evt localement convexe réel, et soit C' € E un convexe fermé. On dit qu'un
hyperplan (affine) fermé H < FE est un hyperplan d’appui pour C' en un point
a € 0C siae H et si C est entierement contenu dans 1'un des demi-espaces fermés
déterminés par H. (Faire un dessin.)

(1) Soit a € 0C. Montrer que C' possede un hyperplan d’appui au point a si et
seulement si il existe une forme linéaire continue non-nulle ® € E* telle que
®(a) = ®(z) pour tout z € C.
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(2) On suppose que C est d’intérieur non-vide dans E. Montrer que C' = C , puis
montrer que C' posséde un hyperplan d’appui en tout point a € dC. (Séparer
a de C)

Exercice 44. Soit C' = {z = (zp)en € *(N); VneN : 2z, > O}.
(1) Montrer que C' est convexe, fermé et d’intérieur vide dans £

(2) Soit a = (a,) € ¢* vérifiant a,, > 0 pour tout n € N. Montrer que C ne possede
pas d’hyperplan d’appui au point a.

Exercice 45. Soit X un evt localement convexe, et soit C' € X un ensemble convexe,
fermé et d’intérieur non-vide. Soit également f : C' — R une fonction convexe conti-
nue. Montrer que pour tout point zy € C, il existe une forme linéaire continue x* € X*
telle que

VeeC : f(x) — flzg) = (a*, 2 — x0).

(Observer que C:={(x,t) e C xR; t > f(z)} est d’intérieur non-vide dans X x R, puis
utiliser exercice 43).

Exercice 46. Soient X un evt localement convexe réel et K un compact convexe de
X. Soient également f: K — R et g: K — R deux fonctions continues. On suppose
que f est convexe, que g est concave, et qu’on a g(z) < f(x) pour tout x € K. Le
but de 'exercice est de montrer qu’il existe une fonction affine continue ¢ : K — R
telle que g < ¢ < f. (Faire un dessin.)

(1) Montrer que les ensembles Cy := {(z,A) € K x R; f(z) < A < |f]l»} et
Cyi={(y, ) € K xR; —|glloo < pr < g(y)} sont des convexes compacts de
X x R.

(2) Montrer qu’il existe z* € X* a € R et une constante ¢ tels que
Vie K : &* x)+ag(x) <ec< (' x)+af(x).

(3) Montrer que a > 0, puis démontrer le résultat souhaité.

Exercice 47. Soit X un evt localement convexe réel, et soient A, B < X deux
ensembles convexes fermés. On suppose que A et B sont a distance strictement
positive, i.e dist(A, B) := inf {|v — u|; (u,v) € A x B} > 0. Montrer qu’il existe
® € X* qui sépare strictement A et B. (Montrer qu’il existe un voisinage de 0 ouvert et
conveze V tel que A~ (B + V) = &, et considérer l'ouvert convere Q:= (B + V) — A.)
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Exercice 48. Soit X un espace vectoriel normé de dimension finie, et soit A, B <
X deux ensembles convexes tels que A n B = . On ne fait pas d’hypothese
supplémentaire sur A et B. Le but de I'exercice est de montrer qu’on peut quand
méme “séparer au sens large” A et B par un hyperplan, i.e. qu’il existe une forme
linéaire (continue) z* € X* telle que inf {(z*, u); u e A} = sup {(z*,v); v e A}.

(1) Dans cette question, on suppose que A = {0}, et donc que 0 ¢ B.

(a) Montrer qu’il existe une suite croissante (K, )en de convexes compacts
avec K, < B pour tout n, telle que |, Ky est dense dans B. (Utiliser
le fait que B est séparable.)

(b) Montrer que pour tout n € N, on peut trouver z* € X* telle que ||z} = 1
et Vee K, @ (x},x)<0.

¢) Montrer qu’on peut séparer e ar un erplan.

(c) Montrer qu'on peut séparer {0} et B p hyperpl

(2) Démontrer le résultat souhaité pour des convexes A et B quelconques.

Exercice 49. Soit X un espace vectoriel normé réel de dimension infinie.

(1) Montrer qu'il existe des formes linéaires non continues sur X. (Soit (ey,)nen une
suite de vecteurs linéairement indépendants dans X, avec |e,| = 1. “Construire”
une forme linéaire ® sur X telle que ®(e,) = n pour tout n.)

(2) Soit ® une forme linéaire non continue sur X. Montrer que pour tout a € K,
I'ensemble H, := {x € X; ®(x) = a} est dense dans X ; et en déduire que si
U : X — R est une forme linéaire continue, alors V(H,) = R.

ontrer qu’on peut touver deux convexes disjoints H, H' € X qui ne peuven
3) Mont ’ tt d disjoints H, H' < X qui t
pas étre séparés (strictement) par un hyperplan fermé.

Exercice 50. Dans l'espace X := ¢y(N) ou #(N), 1 < p < o0, on considere
E = {meX; VieN : x%:()} et F = {:L‘EX; Vi=1 .Tgi:lo_il’gi_l}.

(1) Montrer que F et F' sont des sous-espaces fermés de X, que E + F' est dense
dans X, et que E + F # X. (Pour la derniére propriété, on pourra considérer le
point z € X défini par zo; 1= 107" pour tout i = 0 et zo;_1 := 0 pour tout i > 1.)

(2) Soit z € X\(E + F). Montrer que A := z — E et B := F sont des convexes
fermés de X tels que An B = ¢, mais qu’on ne peut pas séparer (strictement)
A et B par un hyperplan fermé.

Exercice 51. Dans tout 'exercice, X est un evt localement convexe réel, et K est
un compact convexe non vide de X. Enfin, f : K — K est une application affine
continue. Le but de I'exercice est de montrer que f possede un point fixe.
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(1) On pose A := {(u,u); u e K}, et on note G le graphe de f. Montrer que A
et G sont des compacts convexes de X x X.

(2) Montrer que si ® est une forme linéaire continue sur X x X, alors on peut
trouver (o1, ¢2) € X* x X* tel que

V(u,v) € X x X @ ®(u,v) = ¢1(u) + ¢a(v) .
(3) On suppose que f ne possede pas de point fixe.

(a) Montrer qu’il existe deux formes linéaires ¢y, ¢ € X* et deux nombres
réels a < (8 tels que

Vu,ve K @ ¢1(u) + ¢a(u) < a < < ¢1(v) + ¢2(f(v))

(b) Montrer qu’on a ¢o(f"(x)) — ¢2(x) = n(S — «) pour tout x € K et pour
tout n € N*. (Bien sir, f* = fo---o f.)

(4) Conclure.

Exercice 52. (Théoreme de Krein-Milman)

Dans tout 'exercice, X est un evt localement convexe réel, et K est un compact
convexe non-vide de X. On dit qu'un point x € K est un point extrémal de K
si x ne peut pas s’écrire comme barycentre de deux points de K différents de x;
autrement dit : si u,v € K et x € [u,v], alors u = x ou v = x. Le but de 'exercice
est de montrer que K est ’enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux.

0) Vérifier que le résultat est bien vrai lorsque K est un rectangle, un triangle
g g
ou un disque dans le plan.

(1) On dit qu'un ensemble F € K est une partie extrémale de K s’il possede
la propriété suivante : si u,v € K et Ju,v[ n E # J, alors u € E et v e E.
On note &£ I'ensemble des parties extrémales de K compactes et non-vides.
Montrer que £ contient un élément minimal pour I'inclusion.

(2) Montrer que si E est une partie extrémale de K et si ¢ : X — R est une
forme linéaire continue, alors

Ey = {x € E; ¢o(x) = s%p ¢}

est une partie extrémale de K.
(3) Déduire de (1) et (2) que K possede au moins un point extrémal.

(4) Soit ¢ : X — R une forme linéaire continue. Montrer que I'ensemble K, est
un compact convexe non-vide, et que tout point extrémal de K est un point
extrémal de K.

(5) Soit Ky un compact convexe de K, avec Ky # K. Montrer qu’il existe une
forme linéaire ¢ € X* telle que Ky n Ky = .
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(6) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 53. Soit d € N*. En utilisant le Théoreme de Krein-Milman (Ezercice 52),
montrer que toute matrice A € My(R) = L(RY) vérifiant |A] < 1 est combinaison
convexe de matrices orthogonales.

Exercice 54. Montrer que dans un evt, toute réunion fini d’ensembles bornés est
un ensemble borné.

Exercice 55. Soit X un evt. Montrer que si B € X est borné, alors a + B est borné
pour tout a € X.

Exercice 56. Soit X un evt sur K = R ou C. Montrer qu'un ensemble B < X
est borné si et seulement si la chose suivante a lieu : pour toute suite (A,)neny € K
tendant vers 0 et pour toute suite (x,) € B, on a que \,x,, — 0.

Exercice 57. (Banach-Steinhaus sans Baire)

Le but de I'exercice est de donner une preuve du théoreme de Banach-Steinhaus
qui n’utilise pas le théoreme de Baire. Soit donc (7T;);e; une famille d’application
linéaires continues d'un espace de Banach X dans un espace vectoriel normé Y. On
raisonne par l’absurde en supposant qu’on a sup,.; |Ti(z)| < oo pour tout x € X,
mais cependant sup,; ||7;|| = co.

(1) Montrer que pour tout > 0 et pour tout A < oo, on peut trouver x € X et
i€l tels que |z|| < a et ||Ti(x)] > A.

(2) Pour z € X, on pose C(z) = sup,.; |Ti(z)|. Montrer qu’on peut construire
par récurrence une suite (x,)neny S X et une suite (i, )ney S 1 telles que les
propriétés suivantes soient vérifiées :

(i) ||@n] < 27™ pour tout n € N;
(ii) |75, (zn)] < 27" pour tout n et pour tout k < n;
(iii) |75, (z)|| > n+ 1+ >, C(zy) pour tout n.

k<n

(3) On pose x = 2 ;. Justifier la définition, puis montrer que pour tout m € N,
on a |T,,,(z)] > m.

(4) Conclure.

Exercice 58. Dans cet exercice, on note X I'espace vectoriel normé (C([0,1]), | - [2).

(1) Pour ce Cet 0 < a < b< 1], onnote &, : X — C la forme linéaire définie
par @,;.(f) :=c SZ f(t)dt. Montrer que @, est continue.
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(2) Soient (¢,) une suite de nombres complexes et (a,), (b,) deux suites dans
[0,1]. Pour n € N, on pose ©,, := @, 4, .-

(a) Montrer que la suite (®,,) est simplement bornée si et seulement si

sup |c,| (b, — ay,) < 0.
neN

(b) Montrer que la suite (®,,) est bornée en norme si et seulement si

sup |cp| A/ bp — a, < 0.
neN

Exercice 59. Soient X un espace de Banach, Y un espace vectoriel normé, et (7},),en
une suite dans £(X,Y’). Montrer que la suite (7,,) est bornée si et seulement si : pour
toute suite (z,,) € X telle que z,, — 0, on a que T,,z,, — 0.

Exercice 60. Soit (£2,B,m) un espace mesuré sigma-fini, et soit (¢, )nen une suite
dans L (€2, m). On suppose que pour toute suite (f,,) S L?(2,m) telle que | f, |2 — 0,
on a que |¢nfrnl2 — 0. Montrer que la suite (¢,,) est bornée dans L* (2, m).

Exercice 61. Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit (7},),en une suite dans
L(X,Y). Montrer que la suite (7},) est bornée si et seulement si : pour toute suite
(zn) € X telle que D) |2,| < oo, la série Y, T2, est convergente

Exercice 62. Soit a = (a,)neny une suite de nombres complexes. On supose que a
vérifie la propriété suivante : pour toute suite z = (z,,) € ¢y, la série > a,x, est
convergente.
(1) Pour N € N, on définit une forme linéaire &y : ¢¢ — C par Oy(z) =
SN anz,. Montrer que ®y est continue et calculer |®y|.

(2) Montrer que a € (!,

Exercice 63. Soit a = (a,)neny une suite de nombres complexes, et soit 1 < p < 0.
On supose que pour toute suite x = (x,) € (P, la série Y, a,x, est convergente.
Montrer que a € ¢7, ot q est 'exposant conjugué de p.

Exercice 64. Soit X un espace de Banach, et soit (2%),ey une suite dans X*.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute suite (x,) € X telle que x,, — 0, la série >, {(z¥*, z,) est conver-
gente ;

(i) 3 2] < oo.

n=0
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(Pour une implication, on pourra considérer ’espace de Banach co(N, X) et les formes
linéaires ®y € (co(N, X))* définies par Oy (x) := S0 (x*, x,).)

Exercice 65. Soit X un espace de Banach, et soit (x}),en une suite dans X*. Soit
également 1 < p < o0, et soit ¢ 'exposant conjugué. Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute suite (z,) € X telle que Y.~ [z,[F < o0, la série Y, (x¥, x,,) est
convergente ;

. w
(i) > Jai]? < co.

n=0

Exercice 66. Soit X un espace de Banach, et soit (z%),eny une suite dans X*. On
suppose qu’il existe r > 0 et une suite (¢,) € R" tendant vers 0 tels que la chose
suivante ait lieu : pour tout z € B(0,r), il existe une constante C, < o telle que
VneN : (z¥ z) <e,|zX| + C,. Montrer que la suite (x}) est bornée.

Exercice 67. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, et soit 7' : X — Y une
application linéaire. On suppose que pour toute y* € Y* 'application = — (y*, Tx)
est continue.

(1) Pour tout x € X, on note ¢, : Y* — K la forme linéaire définie par ®,(y*) =
(y*,T(z)). Montrer que les @, sont continues et que pour tout y* € Y* fixé,
on a sup,cp, |P.(y*)| < 0.

(2) Montrer que 7" est continue.

Exercice 68. Soit H un espace de Hilbert, et soit T : H — H une application
linéaire. On suppose que pour tout y € H, I'application x — (Tx,y) est continue.
Montrer que T est continue.

Exercice 69. Soient K un espace métrique compact, X est un espace de Banach et
L : X — C(K) une application linéaire. On suppose que pour tout ¢t € K, 'application
x +— (Lz)(t) est continue. Montrer que L est continue.

Exercice 70. Soient (E,d) un espace métrique, X un espace vectoriel normé et
f: E — X.On suppose que pour toute forme linéaire continue x* € X*, 'application
t — {(x*, f(t)) est lipschitzienne. Montrer que f est lipschitzienne.

Exercice 71. Soient X,Y, Z des espace vectoriel normé. On dit qu’une application
B : X xY — Z est séparément continue si pour tout u € X fixé, 'application
v — B(u,v) est continue, et pour tout v € Y fixé, l'application u — B(u,v) est
continue.
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(1) Dans cette question, on suppose que X est complet. Soit B : X x Y — Z une
application bilinéaire et séparément continue.

(a) Pour tout v € Y, on note B, € L(X, Z) l'application linéaire définie par
B,(u) := B(u,v). Montrer que la famille {B,; [[v| < 1} est bornée dans
L(X, Z).

(b) Montrer que B est continue.

(2) Dans cette question, on prend X := C([0,1]) = Y, muni de la norme L'. Soit
B :C([0,1]) x C(]0,1]) — R la forme bilinéaire définie par

B(u,v) := f u(t)v(t) dt.

0
(a) Montrer que B est séparément continue.

(b) Pour n € N, on note u, € C([0,1]) la fonction ¢ — ¢". Calculer B(uy, u,)
et |u,|. Que peut-on en déduire ?

Exercice 72. Soit 2 un ouvert de C et soit f : 2 — X, ou X est un espace de
Banach complexe. On suppose que la fonction f est faiblement holomorphe, ce
qui signifie que x* o f est holomorphe pour toute z* € X*. Le but de I'exercice est
de montrer que f est holomorphe.

(1) Soit D < C un disque ouvert tel que D < (2. Montrer que pour toute z* € X*,
la fonction x* o f est lipschitzienne sur D.
(2) Déduire de (1) que la fonction f est continue.

(3) Montrer que si D est un disque ouvert tel que D < Q, alors

1
Vze D : f(z)zﬁ anf(g)Zdé

(L’intégrale curviligne “vectorielle” du 2éme membre est bien définie grace a (2).)

(4) Conclure.

Exercice 73. (matrices de sommation)

On dira qu’'une matrice infinie (ci,j) a coefficients complexes est une bonne ma-

i,jeN

trice de sommation si elle vérifie la propriété suivante : pour toute suite numérique
. . ;. . o0

(z;) admettant une limite [, toutes les séries Y ¢; ; x; convergent, et z]-LIg Do CijTi =L

(1) Soit (¢;;)ijen une matrice vérifiant les conditions suivantes (qu’on appelle

conditions de Toeplitz) :
0

(a) sup > [ei 5] < 0

ieN j=0



16

o0
(b) lim >} ¢y =1;
i—00 iD
(c) lim ¢; ; = 0 pour tout j € N.
1—00
Montrer que (¢;;) est une bonne matrice de sommation.

(2) Montrer que (1) permet de retrouver le théoreme de Cesaro et le théoreme
d’Abel sur les séries entieres.

(3) Montrer que toute bonne matrice de sommation vérifie (a), (b), (c).

Exercice 74. (une série de Fourier divergente)
Dans cet exercice, on donne un exemple explicite de fonction dont la série de Fourier
diverge en 0.

(1) Pour uw,v > 0, on pose

1 (" sin(uf) sin(v0)
K(u,0) =2 L sn@2) -

Montrer qu’il existe des constantes a > 0 et b < oo telles que

|K (u,v)| < blog(u) pour 2<u<w,
K(u,u) = alog(u) pour tout u > 2.

(2) On définit f: R — R par
0

= > (kY2 sin [(2¥ +1/2)[0]] .
k=1

(a) Vérifier que f € Ca,.
(b) Pour n € N, exprimer S, f(0) & l'aide de la fonction K.

(c) Montrer que la série de Fourier de f diverge en 0.

Exercice 75. (interpolation de Lagrange)

Pour n € N, on note P,, < C([0,1]) 'ensemble des fonctions polynomiales de degré

inférieur ou égal a n, a coefficients dans K = R ou C. Si n > 1, on pose x( Ry 1

pour i =0,...,n; et pour f € C([0,1]), on note 7, f le polynome d’lnterpolatlon
de Lagrange pour f aux points :L'(()n), —,zn’, d.e. Punique P € P, tel que P(z E )) —
f(())pourz—O , M.

(1) Montrer que 'application 7, : C([0,1]) — P, est une projection.
(2) Soit n € N. Pour i € {0,...,n}, on définit ! € P, par la formule

(n)

r—T;
n _ J X
t@ =117 L

j#i Ui = — Ty
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(a) Vérifier que si f e C([0,1]), alors m, f = 3" o (™) 1™,
(b) En déduire que la projection m,, est continue.
(c) On pose A\, (x) :== >, |l§”)(x)|, et Ay, = |An|e. Calculer ||7,| en fonc-
tion de A,,.
(3) Montrer que si n € N*, alors [[7_o[5 — j| = ;(n — 1)!. En déduire que pour
tout i € {0,...,n}, on a ]lz(")(%)] > 1 (7), puis montrer que A, — o0 quand
n — .

(4) Est-il vrai que pour toute fonction f € C([0,1]), la suite (7,f) converge
uniformément vers f 7

Exercice 76. On garde les notations de 1'Exercice 75.
(1) Montrer que si f € C([0,1]), alors
VneN : | f —m(f)l]o < (1+A,) dist(f, Py).

(2) On admet qu'on a A,, < 2" pour tout n € N. Montrer que si f € C([0, 1]) est
la somme d’une série entiere de rayon de convergence R > 2, alors la suite
(7. f) converge uniformément vers f.

Exercice 77. Soit (X, )neny une suite d’espaces de Banach, soit Y un espace de
Banach, et pour tout n € N, soit T}, € £(X,,Y"). On suppose qu’on a |,y Im(7,) =
Y. Montrer que I'un au moins des opérateurs 7T,, est surjectif.

Exercice 78. Soient X et Y des espaces de Banach, et soit T € £(X,Y") un opérateur
surjectif. Montrer que si A est une partie quelconque de X, alors T'(A) est fermé dans
Y si et seulement si A + ker(7) est fermé dans X. En déduire que si ker(T') est de
dimension finie, alors T'(F) est fermé dans Y pour tout sous-espace (vectoriel) fermé
Ec X.

Exercice 79. Soit X un espace de Banach. Montrer que si 7 : X — (}(N) est un
opérateur surjectif, alors T posséde un inverse a droite, i.e. il existe un opérateur

S e L(H(N), X) tel que TS = 1.

Exercice 80. Soient X et Y des espaces de Banach, et soit 7' € £(X,Y). Montrer
que T est a image fermée si et seulement si il existe une constante ¢ > 0 telle que
Ve e X : |Tz| = c dist(z, ker(T)).

Exercice 81. Soient X, Xy et Y des espaces de Banach, T} € L(X;,Y) et Ty €
L(X5,Y). On suppose que Y = Im(7}) @ Im(7,). Montrer que T} et T sont a images
fermées. (Utiliser I’Ezercice 80.)
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Exercice 82. Soit X un espace de Banach, et soient E et F' deux sous-espaces fermés
de X. On suppose qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que Vo € E : dist(x, F') >
c dist(z, E n F'). Montrer que F + F est fermé dans X.

Exercice 83. Soient (X, | - |x) et (Y| - |v) deux espaces de Banach, et soit T €
L(X,Y) tel que Im(T") est fermé dans X et dimker(7) < co. Soit également || - ||
une autre norme sur X, qu’on suppose dominée par | - ||x, i.e. || - || < M| -|x pour
une certaine constante M < oo. Montrer qu’il existe une constante C' < oo telle que

Vee X : |z|x < C(|Txly + [|=]]).

(Le plus simple est probablement de raisonner par l’absurde.)

Exercice 84. (non-surjectivité de Fourier, directement)
Dans cet exercice, on veut montrer par un argument direct que la transformation de
Fourier F : L'(R) — Cy(R) n’est pas surjective.

~

(1) Montrer que si f est une fonction impaire intégrable sur R, alors f(z) =

—2i §” sin(2mtz) f(t) dt pour tout x € R. En déduire que Sf @ dx admet une
limite quand X — co.

(2) Montrer que si f € L'(R) et si f est impaire, alors f est impaire.

(3) Donner un exemple explicite de fonction g € Co(R) qui n’est pas dans l'image
de F.

Exercice 85. Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit T : X — Y linéaire
continue. On suppose que Im(7") est complémenté dans Y, autrement dit qu’il existe
un sous-espace fermé £ € Y tel que Y = E® Im(T).

(1) En utilisant convenablement le théoréme de 'image ouverte, montrer qu’il
existe une constante C' telle que la propriété suivante ait lieu : pour tout
y € Im(T), il existe z € X tel que T'(z) = y et |z|| < C|y|. (Considérer
Uapplication L : X x E —Y définie par L(z, f) := f + T(x).)

(2) En déduire que toute série normalement convergente a termes dans Im(7)
converge dans Im(7).

(3) Conclure que Im(7') est fermé dans Y.

Exercice 86. (bases de Schauder)

Soit(X, | - |) un espace de Banach sur K = R ou C. On dit qu’une suite (e;);en S X
d’éléments de X est une base de Schauder pour X si, pour tout x € X, il existe
e}
une unique suite (x;) € KN telle que x = > z;¢;, ol la série converge dans X. Dans
i=0

tout 'exercice, on fixe une base de Schauder (e;) pour X.
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(1) Pour n € N, on définit une application linéaire m, : X — X par

0 n
Tn inei = Z:cz-ei .
=0 =0

Montrer que les 7, sont des projections.

(2) Pour x € X, on pose ||x|| = sup,ey |70 ()]
(a) Montrer que || - || est une norme sur X.
(b) Soit (zx)reny € X une suite de Cauchy pour la norme || - [|. Montrer

que pour tout n € N, la suite (7, (z))kren converge (au sens de la norme
originelle de X') vers un point z, € X, et que la suite (z,) converge vers
un point x € X. Montrer ensuite que si n < m, alors m,(z,,) = z,, puis
que 7, (x) = z, pour tout n € N.

(¢) Montrer que l'espace (X, || - ||) est complet.

(d) Montrer que || - || est équivalente a la norme originelle de X.

(3) Conclure que toutes les projections 7, sont continues, et qu’on a

sup ||, || < oo.
neN

Exercice 87. Soit X := ¢o(N) ou /?(N), 1 < p < co. Montrer que la “base canonique”
de X est une base de Schauder de X.

Exercice 88. Soient X et Y deux espaces de Banach. On suppose que Y possede
une base de Schauder. Montrer que tout opérateur compact T': X — Y est limite
d’une suite d’opérateurs de rangs finis.

Exercice 89. Soit X un espace de Banach. On suppose qu’il existe une suite de
projections continue m, : X — X vérifiant les propriétés suivantes :

(i) m, est de rang n + 1 pour tout n € N;
(11) Tn41Tn = Tp = TpTn4l
(iii) 7,z — x pour tout z € X.
(1) Montrer que Im(m,) N ker(m,_1) est de dimension 1 pour tout n > 1.

(2) Montrer que X possede une base de Schauder. (Choisir un vecteur non-nul
e € Im(mg) et, pour tout n > 1, un vecteur non-nul e,, € Im(m,) N ker(m,—1).)

Exercice 90. Le but de cet exercice est de montrer que 'espace de Banach X :=
C([0, 1], R) possede une base de Schauder.
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(1) Soient to,...,t, € [0,1] deux a deux distincts, avec tg = 0. Pour f € X, on
note 7(f) I'unique fonction continue interpolant f aux points tg,...,¢,, 1 et
affine par morceaux avec “noeuds” 0 = ty,...,t,, 1. Montrer que 7 : X — X
est une projection linéaire continue et calculer |r|.

(2) Conclure en utilisant I’Exercice 89.

Exercice 91. Soient X et Y deux espaces métriques, et soit f : X — Y. Montrer
que si le graphe de f est compact, alors f est continue.

Exercice 92. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, et soit 7' : X — Y une
application linéaire. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Le graphe de T" est fermé dans X x Y.
(ii) Pour toute suite (z,) < X convergeant vers 0 telle que la suite (T'z,) est
convergente, on a lim,_,, T'(z,) = 0.

Exercice 93. Déduire le Théoreme d’isomorphisme de Banach du Théoreme du
graphe fermé.

Exercice 94. Soit J : (C([0,1]),| - |z:) — C([0,1],] - |«) l'application linéaire
définie par J(f) = f. L’application J est-elle continue ? Le graphe de J est-il fermé ?

Exercice 95. Soit X un espace de Banach, et soit p : X — X une projection, i.e.
une application linéaire telle que p? = p. Montrer que p est continue si et seulement
si ker(p) et Im(p) sont fermés dans X.

Exercice 96. Soit H un espace de Hilbert, et soit 7' : H — H une application
linéaire. On suppose qu’'on a (T'(x),z) = 0 pour tout x € H.

(1) Soit (z,) une suite de points de H vérifiant lim,_, 2z, = 0. On suppose que
la suite (7'(z,)) converge vers un point [ € H.

(a) Montrer qu'on a (I, h) + (T'(h),h) = 0 pour tout h € H.
(b) En déduire que | = 0. (Remplacer h par ch, avec & > 0).

(2) Montrer que l'application linéaire T est continue.

Exercice 97. Soit (€2, B, m) un espace mesuré, et soit (f,)nen une suite dans L'(Q, m).
On suppose que pour presque tout z € €2, on a sup, .y | fn(2)| < 0, et que pour tout
a € (*(N), la fonction Y, a,f, appartient a L'(2, m). En utilisant convenablement
le théoréme du graphe fermé, montrer que la suite (f,) est bornée dans L*.
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Exercice 98. Soit £ un sous-espace fermé de C([0,1)). On suppose que toutes les
fonctions f € E sont de classe C!.
(1) Soit T': E — C([0,1]) 'application linéaire définie par T'(f) := f’. Montrer
que T' est continue.

(2) On note Bg la boule unité fermée de E. Montrer qu’il existe une constante
C < oo telle que toutes les fonctions de Bg sont C-lipschitziennes.

(3) Montrer que F est de dimension finie. (Utiliser les théorémes de Riesz et Ascoli).

Exercice 99. Soit (2,9, 1) un espace mesuré. On suppose que la mesure p est
sigma-finie, et qu'on a L*(u) < L'(u). Montrer qu’il existe une constante C' < o0
telle que | f|zr < C|f|lz2 pour toute f € L?(u); et en déduire que la mesure p est
finie.

Exercice 100. Soit (£2,B, 1) un espace mesuré, avec p finie. Soit également E un
sous-espace fermé de L?(Q, u,R). On suppose que toutes les fonctions de E sont
(essentiellement) bornées, i.e. E < L*(€, u). Le but de I'exercice est de montrer que
E est de dimension finie.

(1) Montrer qu’il existe une constante C' < oo telle que
VieE : [flo<Clfl
(2) En utilisant la majoration | f[3 < | f]w x [ f]1 (a justifier), montrer que

VieE  |fl<Clfl:-

(3) Soient fi,...,fn € E deux a deux orthogonales et vérifiant || f;||s = 1 pour
tout 7.
(a) En utilisant (1), montrer que si on fixe (e1,...,en) € {—1,1}" alors,

pour presque tout t € €, on a

N
Yleifi(t) <CVN.

N
(b) En déduire que pour presque tout t € Q, on a Y. |fi(t)| < CV/'N .
=1

7

(c) Montrer qu'on a N < C*u(Q)2. (Intégrer (b) et utiliser (2)).

(4) Conclure.

Exercice 101. Soit X un espace vectoriel normé, et soit (z,,),ey une suite de points
de X. On suppose que Vz* € X* : > ° |[{z* z,)| < o0. Montrer qu'il existe une
constante C' telle que Va* € X* : Y7 [(x*, )] < Cz*|.
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Exercice 102. (Lemme de Zabrejko)

Soit X un espace de Banach, et soit p : X — R* une semi-norme sur X. On suppose
que p possede la propriété suivante : pour toute suite (x)reny S X telle que la série
>z converge dans X, on a

0 e}
D (Z Ik) < Zp(xk)
k=0 k=0
Le but de l'exercice est de montrer que p est continue; autrement dit, qu’il existe
une constante C' < o telle que Ve € X : p(z) < C|z|.

(1) Pour n € N, on pose @, := {z € X; p(x) < n}. Montrer qu’il existe N € N

tel que B(0,1) € Q.
(2) Soit x € B(0,1). Montrer qu’il existe une suite (zx)k=0 S Qn N B(0, 1) telle

que
T — (Z 2_kxk>
k=0

(3) Montre que Yz € B(0,1) : p(xz) < 2N, et conclure.

VneN : <o 1

Exercice 103. Démontrer le Théoreme de Banach-Steinhaus dans les espaces de
Banach en utilisant le Lemme de Zabrejko. (Poser p(x) := sup;e; |Tiz|.)

Exercice 104. Démontrer le Théoreme du graphe fermé dans les espaces de Banach
en utilisant le Lemme de Zabrejko. (Poser p(z) := |Txz|.)

Exercice 105. Soit (* := (*(N,R) et ¢y := ¢y(N,R). Le but de 'exercice est de
montrer que cg n’est pas complémenté dans ¢*, autrement dit qu’il n’existe pas de
sous-espace fermé F' < (® tel que {* = ¢y @ F.

(1) Montrer que si (f;)ies est une famille non dénombrable d’éléments de £*°, avec
fi # 0 pour tout 7 € I, alors ’ensemble {ZZ.EJ fis J € Pf(I)} n’est pas borné
dans ¢*. (Commencer par montrer qu’il existe n € N et € > 0 tels que l’ensemble
{i e I |fi(n)| = €} est non dénombrable.)

(2) Montrer qu’il existe une famille non dénombrable (A;),c; de parties de N
vérifiant les propriétés suivantes : tous les ensembles A; sont infinis, et A; N
A; est fini si i # j. (Pour x € R, on pourra considérer un ensemble du type
Ay = {rn(z); ne N}, ou (rp(z)) est une suite strictement croissante de rationnels
tendant vers x.)

(3) Avec les notations de (2), montrer que pour tout ensemble fini J < I, on a

1UieJAi — Z ]‘Ai € Cy.

e
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(4) Soit p : £*cy une projection de I* sur ¢y, i.e. une application linéaire telle
que p(z) = x pour tout = € ¢y, et soit ¢ := I — p. En utilisant (3) et (1) avec
fi :=q(14,), montrer que ¢ n’est pas continue.

(5) Conclure.



