L3 Intégration

Feuille d’exercices n° 5

Exercice 1. Déterminer pour quelles valeurs de o > 0 la fonction ¢ +— (1 — t%)t est
intégrable sur |1, ool.

Exercice 2. Soit a > 0, et soit u : [a,00[— R une fonction continue. On suppose
que u(t)/log(t) admet une limite [ > 1 quand ¢ — oo (la valeur [ = oo n’est pas
exclue). Montrer que la fonction ¢+ e™(®) est intégrable sur [a, col.

Exercice 3. Soit f : [0,00[— C une fonction continue et intégrable sur [0, col.

(1) Peut-on affirmer que f(z) — 0 quand  — 007

(2) Montrer que si f(z) admet une limite quand x — oo, alors cette limite est
nécessairement égale a 0.

(3) Montrer que si f est uniformément continue, alors f(z) — 0 quand z — 0.

Exercice 4. Soit f : [0, 00[— C une fonction de classe C'. Montrer que si la fonction
[’ est intégrable sur [0, co], alors f(z) admet une limite quand = — oo.
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Exercice 5. Calculer l'intégrale I :=

Exercice 6. Soient a,b € R avec b # 0, et soit A = a +ib. En notant sgn(b) le signe
de b, montrer qu’on a

R
dz
lim = imsgn(b).
Exercice 7. Dans tout I'exercice, f est une fonction rationnelle, f(z) = %, ou les

polynomes P et () sont a coefficients réels. On suppose que () n’a pas de racines
réelles, et que deg(Q) > 2 + deg(P). On suppose également que toutes les racines
complexes de () sont simples, et que le coefficient du terme de plus haut degré de
Q(x) est égal a 1.
(1) Montrer que f est intégrable sur R.
(2) Onnote Ay, ..., Ay les racines complexes de () & partie imaginaire strictement
positive.



(a) Justifier qu'on peut écrire f(z) sous la forme

N C; N Ci
floy=> ——+ _
j:lx_Aj jzlx_Aj
ou les ¢; sont des constantes.
(b) Montrer que les coefficients ¢; sont donnés par ¢; = %
J

(c) Montrer également qu’on a Z;VZI cj + Z;V:lq = 0.
(3) Avec les notations de (2), et en utilisant I’Exercice 6, établir la formule suiv-
ante (qu’on appelle la formule des résidus) :

/ Z fa)da =iz ’ %ﬂj))

(4) Application numérique : calculer I} = ffooo 1124 et Iy = ffooo 1126'

Exercice 8. Le but de 'exercice est de calculer I'intégrale I := fow/ 2 log(sin t) dt.
(1) Justifier que I a bien un sens.
(2) En remarquant que sint = cos(5 —t), montrer qu'on a [ = foﬂ/Q log(cost) dt.
(3) En déduire que 2/ = fog log(costsint) dt, puis que

T 1 w/2
I=——log(2)+ —/ log(sin 2t) dt .
2 2 J,

(4) Montrer qu’on a f:/2 log(sinu) du = I, puis que [ log(sinu) du = 21.
(5) calculer I.

Exercice 9. Soit f : [a,b] — C une fonction de classe C! sur un segment [a,b] C R,
et soit ¢ : [a,b] — R de classe C2. Soit également g : R — C une fonction continue.
On suppose qu’on a ¢'(t) # 0 pour tout ¢t € [a,b], et que la fonction G définie par
G(z) = [T g(t)dt est bornée sur R. Montrer qu’on a

lim / F()gOG() dt = 0.

[A| =00

(Suggestion : écrire f(t)g(Ap(t)) = (;{,((?) X g(Ap(t)) ' (t).)

Exercice 10. Soit f : [0, co[— R définie par f(t) := sin(t*/4)e~t""".
(1) Montrer que pour tout p € N, la fonction ¢t +— 7 f(t) est intégrable sur [0, ool
Dans la suite, on pose I, =: [~ 7 f(t) dt.
(2) Montrer que I, est la partie imaginaire de J, := 4 fooo
un nombre complexe a déterminer.

uPT3eMdy, ot \ est



(3) Calculer I, pour tout p € N.
Exercice 11. Pour n € N et a > 0, calculer 'intégrale fooo t"e=t dt .

Exercice 12. Pour z > 0, on pose I'(z) := [ ¢*~te™" dt . Trouver une relation entre
['(x + 1) et I'(z), et en déduire la valeur de I'(n + 1) pour n € N.

Exercice 13. Pour toute fonction v : R — C intégrable sur R et pour A € R, on
note u : R — C la transformée de Fourier de u, qui est la fonction définie par

u(A) = /Ru(t)e_i’\tdt.

(1) Justifier la définition.
(2) Soit f : R — C une fonction continue identiquement nulle en dehors d'un
intervalle [a, b].
(a) Montrer que si f est de classe C!, alors j”\’()\) =1\ f()\)

o~

(b) Si f est de classe C*, exprimer f(*)()\) en fonction de f(\).

(c) Montrer que si f est de classe C*, alors f(\) = o (#) quand A — o0,

pour tout n € N.

Exercice 14. Pour z > 0, on pose R(x) := f;o e~ dt. Justifier que R(x) < oo; puis

montrer que R(z) est équivalent & ¢(z) := S — quand x — oo. (Intégrer par parties.)
Exercice 15. Soit @ > 0. Déterminer un équivalent simple de F(z) := [/ e dt

quand x — oo.

T dt
Exercice 16. Pour n € N* et x € R, on pose F,(z) := / eI
o (L+22)

(1) Calculer Fy(z).
(2) Montrer que pour tout n € N*, on a
x

277,Fn+1 (QC) = m

+(2n — 1)F,(2).

(3) En déduire Fy(x) et F3(x).
(4) Calculer Fy(z) = [ (If%)z en posant ¢ = tanu.

Exercice 17. Soit F : [a,b] — R une fonction de classe C2. Soit également A\ > 0.



(1) On suppose qu’'on a |F'(t)| > A pour tout t € [a,b]. Montrer que si on pose

G :=1/F', alors
b 9 b .
/ eZF(t)dt' <3+ / G'(t)eZF(t)dt’.

(2) On suppose qu'on a |F'(t)| > X pour tout t € [a,b], et que la fonction F” est
monotone. Etablir I'inégalité

b
Oge| < =
ferea=s:

Exercice 18. Soit g > 0. Calculer l'intégrale I := f1

|~

1+x5)

— (a4

Exercice 19. Soient o, > 0. Pour ¢ > 0, on pose f(t) := e

23 — a =2, alors f]o,l] f= f[l’oo[f.

- Montrer que si

Exercice 20. Soit a > 0. On pose J(a) := [~ t /% +dt.

(1) Montrer que J(a) = [[S(t~V2 + ¢~ 3/2) et dt.
(2) Déterminer la Valeur de J(a) en posant u = \/a(v/t — \/%) et en admettant

que [;Fe " du = \/7/2.

Exercice 21. Montrer que si f : R — R est une fonction borélienne ou bien positive,
ou bien intégrable sur R, alors

R*f<t—%)dt:/ﬂj\)f(x)dx

Exercice 22. Soit f :]0,00[ — R une fonction localement intégrable admettant des
limites finies « et [ respectivement en 0 et en co. Soient également a,b > 0. Montrer

que lintégrale [ f(bt— dt existe et vaut (8 — «)log(b/a). (On pourra commencer
par vérifier que pour tous 0<u,v<oo,ona [ M dt = fb” f(x) dr — f;;t @ dz.)

Exercice 23. Montrer que si u : [a, co[— R est une fonction de classe C!, décroissante
et tendant vers 0 & I'infini, alors [~ u(t)edt existe en tant qu’intégrale généralisée.

Exercice 24. Montrer qu'on a [, 27 sin dt > L) pour tout n € N* et en

nm+7 t 4(2n+1

Smt n’est pas intégrable sur [1, ool.

déduire que la fonction t — =



5

sint

+ n’est pas intégrable sur [1,00[ en utilisant

Exercice 25. Montrer que f(t) =
I'inégalité | sint| > sin®t.

Exercice 26. Montrer que fooo cos(z?) dx existe en tant qu’intégrale généralisée, mais
que la fonction z — cos(z?) n’est pas intégrable sur [0, co].

sint

sin -+t est

Exercice 27. Déterminer pour quelles valeurs de o > 0 l'intégrale floo
convergente.

Exercice 28. Pour a €]0, 1], déterminer un équivalent de Y & quand n — oco.
k=1

1

Exercice 29. Pour o, § > 0, déterminer la nature de la série ) —r=—-
=y e (logn)

Exercice 30. Déterminer la nature des séries > @ et 3 Sn/n)

Exercice 31. Pour n € N, on pose W,, := foﬂ/z(sin x)"dzx. Les W, sont appelées les
intégrales de Wallis.

(1) Montrer qu'on a W, 1o = W,, — foﬂ/Q[cosx (sinx)"] cosx dx, et en déduire la
relation de récurrence

n+1
Whio = -
2Ty + 2
(2) Montrer que pour tout £ € N, on a
(2k)! « 22k (|1)?
Wo, = ———=— et W =
2T gamnz gy O TERLT o)

(3) Montrer que la suite (W,,) est décroissante, puis que W,.; ~ W, quand
n — oo. Déterminer ensuite un équivalent simple de Wy, Woi1 en utilisant

(2), et conclure que
[
W, ~4/— quandn — 0.
2n

Exercice 32. Le but de I'exercice est d’établir la formule de Stirling, qui donne
un équivalent de n! quand n — oo :

nl ~n"e "V2mn.



n!

(1) Pour n € N*, on pose v, := log (n"e“%/ﬁ) . Montrer qu’on a

1 1
vn+1—vn:1—<n+—>log(1+—),
2 n

et en déduire que la série » (v,41 — v,,) est absolument convergente.

(2) Déduire de (1) qu'il existe une constante C' telle que n! ~ C'n™e™"/n quand
n — 0o.

(3) Déterminer la contante C' en utilisant les intégrales de Wallis (Exercice 31) et
conclure.

Exercice 33. Le but de 'exercice est de calculer 'intégrale [ := fooo et dt.

(1) En utilisant convenablement le Théoreme de convergence monotone, montrer

qu’on a
1= k11_>1£10 Ik, ou J ::/0 (1 — ﬁ) )

(2) Vérifier que Jy = k Woyz2,1 ou les W, sont les intégrales de Wallis, puis calculer
I en utilisant 1’Exercice 31.

o0

Exercice 34. Le but de 'exercice est de calculer la somme S := Z

n=1

1
—

(1) Pour k € N, on pose Wy := fog(cost)k dt et I, := fog t? (cost)* dt. Montrer
que si k > 2, alors

k(k—1 k? kE—1
Wk:¥lk_2—§lk et Wk:TWk_Q.
(2) Pour n € N, on pose g, := %

(a) Montrer a l'aide de (1) que si n > 1, alors £,_1 — €, = 515

(b) Montrer que &, tend vers 0 quand n — 00. (Suggestion : commencer par
montrer que pour tout 0 < § < 7/2 fixé, on a f(sﬂ/Q(COS )k dt = o(Wy,) quand
k — oc.)

(3) Déterminer la valeur de S.



