L3 Probabilités

Feuille d’exercices n° 4

Exercice 1. Soit N € N* et soit X une va réelle uniformément distribuée sur
I'ensemble A = {1,..., N}. Calculer 'espérance et la variance de X.

Exercice 2. Soit X une va réelle uniformément distribuée sur un intervalle [a, b] < R.
Calculer I'espérance et la variance de X.

Exercice 3. Soit X une va suivant une loi de Poisson de parametre A > 0. Montrer
que si A est un entier, alors

]E<|X - )\|> - %

Exercice 4. Soient X et Y deux va réelles indépendantes et de méme loi p :=
1
tl2 1[1,00[(75)6175. Calculer E(efxix/?)

Exercice 5. Soient X et Y deux va réelles indépendantes et strictement positives
définies sur (2,2, P). Montrer que les va (X,Y) et (Y, X) ont la méme loi, et en

déduire qu'on a E(7y) = 5 = E(&5)-

Exercice 6. Montrer que si Z et S sont des va réelles indépendantes, alors

VieR : FS+Z(t) = LFs(t — Z) d]Pz(Z) = E(Fg(t — Z))

Exercice 7. Soient X et T deux va réelles indépendantes. On note Fx et Fr leurs
fonctions de répartition. Montrer qu’on a

P(X <T) =E(Fx(T));
et que si la fonction Frr est continue, alors on a aussi

P(X <T)=E(1 - Fr(X)).
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Exercice 8. Soit (X;);>1 une suite de va indépendantes suivant une loi de Bernoulli
de parametre p € |0, 1[, définies sur (€2, 2, P). Soit également a € N* fixé. Pour n > 1,
on pose S, = X; + -+ X,,. Enfin, pour w € ©, on note T'(w) le plus petit entier
n tel que S, (w) = a §'il en existe un, et on pose T'(w) = o si S,(w) < a pour tout
n = 1.

(1) Montrer que 7" est a valeurs dans {a,a+1,a+2,...} U {0}, et que T" est une
va (i.e. T est mesurable).
(2) Montrer que T' < o ps.
(3) Montrer que pour tout k € N, on a
a+k—1
P(T=a+k)= < g1 )pa(l—p)k.

(4) Quelle formule “bien connue” obtient-on en appliquant (2) et (3)?

(5) On suppose que a > 2. Montrer que E (;:11) =petE (%) > P.

Exercice 9. Le but de I'exercice est de montrer que pour tout 6 > 0 et pour tout

entier n > 1, on a
= 0 ok
—1)k m_v _ .
Y0 (3) g = g

=1

(1) Montrer par récurrence sur n le résultat suivant : si Xi,..., X, sont des va
réelles indépendantes suivant la loi exponentielle £(1), et si Y7,...,Y, sont
des va réelles indépendantes telles que Y} suit la loi (k) pour k = 1,...,n,

alors X := max(Xj,...,X,) ala méme loi que Y :=Y] +--- +Y,. (Utiliser
les fonctions de répartition et I’Exercice 6.)

(2) Soit T un va réelle suivant la loi £(f). Soient également X;,..., X, des
va réelles indépendantes, indépendantes de T' et de loi £(1), et soit X :=
max (X, ..., X,). En utilisant 'Exercice 7, montrer qu'on a

E(e ™) =E((1—e™)).

(3) Démontrer la formule annoncée.

Exercice 10. Soit (X;);>1 une suite de va réelles indépendantes suivant toutes la loi
uniforme sur [0, 1], définies sur (©, 2, P). Pour n € N* on pose S,, = X1 + -+ + X,,.
(1) En utilisant 'Exercice 6, montrer par récurrence sur n que
t’n
VneN*Vte|0,1] : Fs, (t) = —
n!

(2) Pour n > 2, calculer P(1 — X,, < 5,1 < 1).
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(3) On définit une application 7" : @ — NN* u {oo} de la fagon suivante : si
w € , alors T'(w) est le plus petit entier n tel que S,(w) > 1 §'il en existe
un, et T'(w) = o si Sp(w) < 1 pour tout n = 1. Justifier que T' est une va, et
montrer que E(7T) = e.

Exercice 11. Soit X une va réelle, et soit (X;);>1 une suite de va indépendantes et
de méme loi que X (définies sur (£2,2(,P)). Soit également N une va a valeurs dans
N*, indépendante des X;. Pour n € N* on pose S, = X; + --- + X,,. Enfin, pour
w € € on pose
SN<OJ) = SN(W)(W) =Xi+- -+ XN(w)(w)'
(1) Justifier que Sy est une va et exprimer Sy comme somme d’une série faisant
intervenir N et les S,,.
(2) Montrer que si X et N sont dans L', alors Sy € L' et

E(Sy) = E(N)E(X).

Exercice 12. Soit X une va a valeurs dans N.

(1) Justifier que la va < est dans L.

(2) On note Gx = [—1,1] — R la fonction génératrice de X,
e 0]
Gx(s) = Y P(X = k)s".
k=0

Montrer qu’on a

E(Xi_ 1) = Ll Gx(s)ds.

(3) On suppose que X suit une loi binomiale B(n,p). Calculer E(X—H)

Exercice 13. Dans cet exercice, X est une va réelle.

(1) Montrer qu’il existe au moins un nombre réel m tel que P(X < m) > 1/2 et
P(X = m) = 1/2. On dit qu'un tel m est une médiane de X. (On pourra
considérer m := inf{t e R : Fx(t) > 1/2}.)

(2) Montrer que si m est une médiane de X, alors :

Ve>m : P(X <z) > et P(X >1)<

I

N~ N
N = N =

Vi<m :P(X>z)>- et PX <x)<



(3) Soit ¢ : R — R la fonction définie par ¢(z) = P(X < z)—P(X > x). Montrer
que si X € L' et si a < b, alors

IMm—mquw—@)sz@mx

(4) On suppose que X € L. Déduire des questions précédentes que si m est une
médiane de X, alors

E(|X —m|) = inf {E(|X — ul); ue]R}.

Exercice 14. Soit X une va réelle, et soit € une va indépendante de X et suivant la
loi de Rademacher, i.e. P(e = 1) = 3+ = P(¢ = —1). On pose Y = eX.

(1) Montrer qu'on a E(XY) = E(X)E(Y).

(2) Montrer que si la va X? n’est pas presque slirement constante, alors X et Y
ne sont pas indépendantes.

Exercice 15. Soient X et Y deux va réelles définies sur (2,2, P).

(1) On suppose que X ne peut prendre que 2 valeurs distinctes au plus. Montrer
que si f : R — R est une fonction borélienne quelconque, alors f(X) est
fonction affine de X, i.e. il existe des constantes a et b telles que f(X) =
aX +b.

(2) On suppose que X et Y ne peuvent prendre chacune que 2 valeurs distinctes
au plus. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si E(XY) =
E(X)E(Y).

Exercice 16. Soient X1, ..., Xy des va réelles deux a deux indépendantes et appar-
tenant & L2, de méme moyenne m et de méme variance o?. On pose

X1+ -+ Xy 1

= _ R
X = v etV Nfig& X)2.

Calculer E(X) et E(V).

Exercice 17. Soit X une va réelle définie sur (2,2, P), et soient f,g: R — R deux
fonctions croissantes.

(1) Montrer que si Y est une autre va réelle définie sur (2,2(,P), alors la va
Z = (f(X) - f(Y)) (9(X) — g(Y)) est positive.
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(2) On suppose que les va f(X) et g(X) sont dans L?. En appliquant (1) & une
va Y indépendante de X et de méme loi que X, montrer qu’on a

E(f(X)g(X)) = E(f(X)) E(g9(X)).

Exercice 18. Soit X un va a valeurs dans un intervalle [a,b]. En utilisant le fait
que 0?(X) = 0%(X — ¢) pour toute constante ¢, montrer que o(X) < (b_f)Q-

Exercice 19. Soient ay,...,a, € R, et soient €1, . .., &, des va a valeurs dans {—1, 1},
deux & deux indépendantes et suivant chacune la loi de Rademacher, i.e. P(e = 1) =

% = P(e = —1). Calculer E ((§1 CLiEi)2)-

Exercice 20. Soit d € N*, et soient uy,...,uy € R? tels que |u;| < 1 pour i =
1,...,N,ou| - | est la norme euclidienne sur R%. Soient également py, ..., py € [0, 1].
On pose
N
V= Zplul
i=1
(1) Soient Xj, ..., Xy des va indépendantes, chaque X; suivant la loi de Bernoulli

B(p;). Montrer qu'on a

N ) N
E <Hv - ZXiui > = Zpi(l — pi)[us]*.
o1 )

(2) Montrer qu'il existe x,...,xy € {0, 1} tels que

N
i=1

< —
2

Exercice 21. (Borel-Cantelli amélioré)
Soit (€2,2(,P) un espace de probabilité, et soit (F;);>; une suite d’éveénements deux
a deux indépendants. On suppose qu'on a Y-, P(E;) = c. Le but de 'exercice est

de montrer que ]P’(E EZ) = 1. (La subtilité est qu’on ne suppose pas que les F; sont
indépendants. )

(1) Soit (Sy)n>1 une suite croissante de va réelles positives et appartenant a L.
On suppose que
o?(Sn)
E(Sn)?
Sn

(a) Montrer que T, = (e tend vers 1 en norme L.

E(S,) — et

-0 quand n — 0.




(b) En déduire que S,, — o presque surement.

(2) Conclure en observant que limE;, = {weQ ZSL 1p,(w) = wo}.

Exercice 22. Soit ¢ : R — R une fonction de classe C! telle que ¢’ est intégrable
sur R et ¢(t) — 0 quand ¢ — —oo. Montrer que si Z est une va réelle quelconque,
alors ¢(Z) € L' et

B(0(2) = | Pz > 160

R

o0

Exercice 23. Soit X une va a valeurs dans N. Montrer que E(X) = > P(X > n).

n=0

Exercice 24. Soit X une va réelle. On suppose qu’il existe des constantes A, ¢, a, tg >
0 telles que Vt > ¢, IP’(|X| > t) < Ae¢*. Montrer que X € L pour tout p € [1, o0].

Exercice 25. Soit X une va réelle suivant la loi N'(0,1). Montrer que X € LP pour
tout p < oo, et calculer E(X*) pour tout k € N.

Exercice 26. Soit p € [1, 00/, et soient X et Y deux va réelles définies sur (2,2, P),
indépendantes et appartenant a LP.

(1) Montrer que |X + Y2 =, (§; ]z + vl dPy (y))" dPx ().

(2) En déduire que si Y est centrée, alors | X + Y|, = | X],.

Exercice 27. Soit X une va réelle appartenant & L*. Pour k € [0,4], on pose
my 1= E(XF).

(1) Montrer qu’on a mg < mi/4.

(2) Dans cette question, on suppose que m; < 0.

(a) En considérant la forme quadratique @ : R? — R définie par Q(u, v, w) :=
]E[(u +vX + wXQ)z], montrer que

mo M1 My
det | mi ma ms| =0
mg M3 My

(b) En déduire I'inégalité m2 < mymy — m3.

i) 1/4 mi/él

¢) Montrer qu'on a m3 <
27
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Exercice 28. Soit a > 0, et soit ¢ : R — [0, a] une fonction borélienne. Montrer que
pour tout 0 < o < a, on a

wa»—q

a—«

P(p(X) > a) =

Exercice 29. Soit X une va réelle positive appartenant & L%, et soit « €]0, 1].
(1) On pose m = E(X). En écrivant X = X 1iam oop(X) + X 1100 am[(X), établir
I'inégalité
(1 - CY) m < ]E(X ]-[am,oo[(X))-
(2) Montrer qu’on a

MX>aan>u—af%§%

(Cette inégalité s’appelle I'inégalité de Paley-Zygmund.)

Exercice 30. Soit X une va réelle appartenant a L?, de moyenne m, et soit (X;)i>1
une suite de va indépendantes et de méme loi que X. Pour n > 1, on pose S, =
X1+ -+ X,. En utilisant convenablement I'inégalité de Tchebitchev, montrer que

|S;, — nm)|

NG

lim < o0 presque surement.

Exercice 31. Soit (X;);en une suite de va réelles indépendantes définies sur (2,2, P).
On suppose que les X; sont dans L2, qu’elles sont centrées, et qu’on a Zioio o?(X;) <
0. Le but de 'exercice est de montrer que la série Y| X; converge presque surement.

J
(1) Soient m, N € N, avec N < m. Pour j € {N,...,m}, on pose S; := -;NXZ"

Soit également € > 0. Le but de cette question est d’établir I'inégalité suivante
(qu’on appelle I'inégalité maximale de Kolmogorov) :

1 m
P( max ’S]X’ = 5) < 5_2 ‘ U2<Xi) .

N<j<m
=N

(a) Pour i € {N,...,m}, on pose
B; = {weQ; [Sp(w)| <& pour tout k vérifiant N < k < i}.

Montrer que pour tout w € €2, on a I’équivalence suivante :

max |Sj(w)| = <=
N<j<m

= €.

Z Xi(w)1p,(w)




(b) Montrer que si N < i < i’ < m, alors les va Xy et X;1p,1p, sont
indépendantes.

(c¢) Déduire de (b) qu’on a

2(($wn)) <

(d) Démontrer I'inégalité souhaitée

o (X5).

m
=N

(2) Déduire de (1) que pour tout € > 0 et pour tout N € N, on a
m 1 0
P(3m>N : ‘ZX, >s) <3 202()@.).
i=N i=N
(3) Soit &€ > 0. Montrer a I'aide de (2) que pour tout N € N, on a

q 4 0
P(Hp,qZN : ’ZXZ(w)’ >g> < 5 202()(1')-

i=p =N

(4) Conclure.

Exercice 32. Soit (a;) une suite de nombres réels telle que > .7  a? < oo. En utilisant
I'Exercice 31, montrer qu’il existe une suite de signes (g;) € {—1, 1}" telle que la série
> eia; est convergente.

Exercice 33. Soit X une va a valeurs dans [—1, 1] et telle que E(X) = 0. Le but de
I’exercice est de montrer que pour tout r > 0, on a

P(X|>r) <272

(1) Montrer que pour tout z € [—1,1] et pour tout ¢ € R, on a e < 1771 et +
ztl ot
el

(2) En déduire que pour tout ¢ € R, on a E(e'X) < ef*/2,

(&

(3) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 34. Soit X une variable aléatoire bornée, d’espérance nulle, et soit (X;)

une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. Pour n € N*,
__ Y 3 Sn

on pose S, = X +---+ X,,. Le but de I'exercice est de montrer que 22 tend presque

strement vers 0 pour tout o > 1/2.

(1) Justifier que e € L pour tout t € R.



(2) Soit a > 0. Montrer que pour tout A > 0 et pour tout n > 1, on a
P(|S,| = a) < e *(E(e™)” + E(e ™)) .
(3) Montrer que la fonction ¢ — ]E(etX ) est de classe C? sur R, puis montrer qu’il
existe une constante C' telle que Vt € [—1,1] : E(e!*) < 1+ Ct%

(4) Soit a > 0. Montrer que pour tout € > 0, pour tout n € N* et pour tout
A€]0,1], on a

P (|Sn| = €> < 26—)\n°‘6+C’nA2
= ~ .

nOé

(5) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 35. Dans tout l'exercice, X est une va réelles, et Xy,..., X, sont des va
indépendantes et de méme loi que X. On pose

Spi=X1+--+X, et T,=X+---+X2

(1) Montrer que si S, T sont des va réelles et si z,y,u,v = 0, alors
P(S >x,T < y) < e WTUWE (euS—vT>
(2) Montrer & I'aide de (1) que
Vo, y,u,0 =0 : P((S, 22,7, <y) <e ™ ™E (euX—w@)”'

(3) Dans cette question, on suppose que la va X est symétrique, ce qui signifie
que P_x = Px. Montrer que

Vu,v=0 : E (e“X’”X2> =E <ch(uX) e’”)@) ;
et en déduire que

Yu>=0 : E (e“X_%XQ> < 1.

(4) On suppose que la va X est symétrique. Déduire des questions précédentes

que
2

Ve,y >0 : ]P’(Sn =>ux,T, <y) <e .
(5) On suppose que la va X est symétrique et bornée, et on pose C' = | X . En
observant que T,, < C*n, déduire de (4) que

Ve >0 : P(ﬁ 26) <e_”52/202.
n

Cette inégalité s’appelle I'inégalité de Hoeffding.
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Exercice 36. Dans tout l'exercice, on fixe une suite (g;);ey de va indépendantes
définies sur (2,2(,P), a valeurs dans {—1, 1}, et suivant toutes la loi de Rademacher,

i.e. Pe = 1) = £ = P(e = —1). On note & = L* DPespace vectoriel engendré par
les fonctions g;. Le but de I'exercice est d’établir le résultat suivant : sur l’espace &,
toutes les normes || - ||,, 1 < p < o0 sont équivalentes. (Ce résultat est remarquable

car € est de dimension infinie.)
(0) Soit Z =Y., aie; € £, o I < N est fini. Calculer |Z|3.
(1) Soit Z =3,

ie] Wi € E.

2
(a) Pour X € R, calculer E (¢**#) et montrer qu'on a E (e**¥) < e’r Xial
(b) Montrer que pour tout ¢t > 0, on a

t2
2Y a2

el

P(|Z| > t) < 2exp

(2) Soit Z =, _;a;g; € €, et soit 1 < p < oo. En utilisant (1) et “la formule bien
connue” pour E(|Z|P), montrer que si |Z|, = 1, alors |Z]|, < B,, ou B, est
une constante finie dépendant uniquement de p.

(3) Soient toujours Z = >,._;a;c; € E et 1 < p < o0.

i€l
(a) Comparer |Z|, et |Z]|2 lorsque p > 2.
(b) (i) Montrer que si X est une variable aléatoire positive, alors

E(X?) < (B(X?))"? x (E(X*))

1/3

(ii) On suppose que p < 2. En utilisant (i) et en appliquant (2) & un
autre exposant que p, montrer que si [|Z]; = 1, alors |Z|, > A, pour
une certaine constante A, > 0 dépendant uniquement de p.

(4) Conclure.

Exercice 37. Soit f : [0,1] — C une fonction continue. On définit les polynémes
de Bernstein B, f, n > 1 par

B, f(z) = kz:) (Z) f (%) (1 — 2"k,

Le but de 'exercice est de montrer “de maniere probabiliste” que B, f tend uni-
formément vers f sur [0, 1] quand n — 0.
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(1) Soit = € [0,1] fixé. On considere une suite (X;);>1 de variables aléatoires
indépendantes définies sur le méme espace de probabilité et suivant chacune
une loi de Bernoulli de parametre . Pour n € N*, on pose S,, = X1+ -+ X,,.

(a) Vérifier que B, f(x) — f(x) = E[f (%) — f(x)]
(b) Calculer E(22) et 0(52), et en déduire que pour tout § > 0, on a
1
¥ < Ang?
(2) Pour 6 > 0, on pose wy(d) = sup {|f(v) — f(w)]; [v—u| < d}. Déduire de (1)

que pour tout z € [0,1], on a

[Buf(x) = f(2)] < wp(0) +

—x‘)é) <

n
n

1flleo
2n62

(3) Conclure.

Exercice 38. On garde les notations de 'exercice 37. Montrer que si la fonction f
est lipschitzienne sur [0, 1], alors il existe une constante C' telle que

C

Vn =1 : ‘|an_f||oo<\/—ﬁ

Exercice 39. On garde les notations de I'exercice 37, et on suppose que la fonction
[ est de classe C* sur [0,1].

(1) Soit M = sup{|f”(t)|; t € [0,1]}. Montrer que pour u,x € [0, 1], on peut
écrire

flu) = f(z) = f'(2)(u— ) + R(u, ), ou [R(u,z)| < —(u—=z).
(2) Montrer qu'il existe une constante C' telle que

=1 |Buf - flo <

3!(‘}

Exercice 40. Soit f : [0,1] — R la fonction définie par f(z) = |z — 3|.

(1) Vérifier que f est lipschitzienne.

(2) Soient B, f, n > 1 les polynomes de Bernstein associés a f (cf I'Exercice 37).
Soit également (g;);>1 une suite de va indépendantes suivant toutes la loi de
Rademacher. Montrer que pour tout n > 1, on a

2] = 5.5([%e)
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(3) En utilisant 'Exercice 36, en déduire qu’il existe une constante ¢ > 0 telle
que

=1 |Buf ~ fla >

Bl

Comparer ce résultat a celui de I’Exercice 38.



