
M2 Analyse fonctionnelle

Feuille d’exercices no 6
(spectre)

Exercice 1. Soit H :“ `2pNq. Pour a “ panqnPN P `
8pNq, on note ∆a : H Ñ H

l’opérateur diagonal associé. Déterminer les valeurs propres de ∆a, puis le spectre
de ∆a.

Exercice 2. Soit H :“ `2pNq. Montrer que pour tout compact K Ď C, il existe un
opérateur T P LpHq tel que σpT q “ K.

Exercice 3. Soit w “ pwnqně1 une suite bornée de nombres strictement positifs.
On note Bw : `2pNq Ñ `2pNq et Sw : `2pNq Ñ `2pNq les opérateurs définis par
Bwpx0, x1, x2 . . . q :“ pw1x1, w2x2 . . . q et Swpx0, x1, . . . q :“ p0, w1x0, w2x1, . . . q.

(1) Exprimer le rayon spectral de Bw en fonction des wn.
(2) On suppose que wn admet une limite rw quand n Ñ 8. Montrer que tout

nombre complexe λ vérifiant |λ| ă rw est valeur propre de Bw; et en déduire
que σpBwq est le disque Dp0, rwq.

(3) Déterminer σpSwq lorsque la suite pwnq converge. L’opérateur Sw possède-t-il
des valeurs propres?

Exercice 4. Soit pΩ,B,mq un espace mesuré, et soit φ P L8 “ L8pΩ,mq. Montrer
que σL8pφq est le plus petit fermé K Ď C tel que φptq P K pp.

Exercice 5. Soit pΩ,B,mq un espace mesuré, et soit φ P L8 “ L8pΩ,mq. On
note Mφ : L2 Ñ L2 l’opérateur de multiplication associé. Montrer qu’un nombre
complexe λ est valeur propre de Mφ si et seulement si l’ensemble tt P Ω; φptq “ λu
est de mesure non-nulle.

Exercice 6. Soit K un espace topologique compact, et soit φ P CpKq. On note
Mφ : CpKq Ñ CpKq l’opérateur défini par Mφpfq :“ φf .

(1) Montrer qu’on a σpMφq “ φpKq.
(2) Montrer qu’un nombre complexe λ est valeur propre de Mφ si et seulement

si l’ensemble tt P K; φptq “ λu est d’intérieur non-vide dans K.
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Exercice 7. Soit H un espace de Hilbert et soit T P LpHq auto-adjoint. Montrer
que si λ P σpT q, alors T ´ λI n’est pas surjectif.

Exercice 8. Soit H un espace de Hilbert complexe, et soit T P LpHq normal.
Montrer que si σpT q est un singleton tλu, alors T “ λI.

Exercice 9. Soit H un espace de Hilbert complexe, et soit T P LpHq un opérateur
auto-adjoint vérifiant }T } ď 2. Montrer qu’on a }T 4 ´ 4T ´ 12I} ď 15.

Exercice 10. On note B et S le “backward shift” et le “forward shift” surH “ `2pNq.
Montrer que σppBq “ D (le disque unité ouvert) et σpBq “ σappBq “ D; puis que

σpSq “ D, σappSq “ T et σppSq “ H.

Exercice 11. Soit X un espace de Banach, et soit T P LpXq. Soient également X1

et X2 deux sous-espaces fermés de X non réduits à t0u, stables par T et tels que
X “ X1 ‘X2. Montrer qu’on a σpT q “ σpT|X1q Y σpT|X2q.

Exercice 12. Soit X un espace de Banach complexe, et soient A,B P LpXq. On
supppose qu’on a AB “ I et BA ‰ I.

(1) Montrer que pour tout λ P C, on a

pA´ λIqBpI ´ λBq´1
“ I et BpI ´ λBq´1

pA´ λIq ‰ I.

En déduire que si I ´ λB est inversible, alors A´ λI n’est pas inversible.

(2) Montrer que σpAq contient le disque Dp0, 1{rpBqq, et que σpBq contient le
disque Dp0, 1{rpAqq.

Exercice 13. Soit A une algèbre de Banach avec unité.

(1) Soient a, b tels que }a} ă 1 et }b} ă 1. Montrer que 1 ´ ab et 1 ´ ba sont
inversibles dans A, et exprimer p1´ baq´1 en fonction de a, b et p1´ abq´1.

(2) Soient a, b P A quelconques. Montrer que 1´ab est inversible si et seulement
si 1´ ba est inversible.

(3) Montrer que si a, b P A, alors σpabq Y t0u “ σpbaq Y t0u et rpabq “ rpbaq.
(4) A-t-on toujours σpabq “ σpbaq?

Exercice 14. Soit A une algèbre normée unitaire, et soit u P A. On suppose que
1 ´ u est inversible. Montrer que si }u} ă 1, alors }p1 ´ uq´1} ď 1

1´}u}
, et que si

}u} ą 1, alors }p1´ uq´1} ď 1
}u}´1

¨

Exercice 15. Soit X un espace de Banach complexe, et soit T P LpXq.
(1) Montrer qu’on a rpT q ă 1 si et seulement si }T n} Ñ 0 quand nÑ 8.
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(2) Montrer que si T nxÑ 0 pour tout x P X, alors rpT q ď 1; mais qu’on n’a pas
forcément rpT q ă 1 dans ce cas.

Exercice 16. Soit X un espace de Banach complexe, et soit T P LpXq. On suppose
qu’on a σpT q X D “ H, où D est le disque unité ouvert de C. Montrer qu’on a
limnÑ8 }T

nx} “ `8 pour tout x ‰ 0.

Exercice 17. (formule du rayon spectral en dimension finie)
Dans cet exercice, on donne deux démonstrations “élémentaires” de la formule du
rayon spectral pour LpCdq.

(1) Montrer qu’il suffit d’établir le résultat suivant : Si T P LpCdq vérifie rpT q ă
1, alors T n Ñ 0 quand nÑ 8.

(2) (1ère méthode) Soit T P LpCdq.

(a) Montrer que pour tout ε ą 0, il existe une base g “ pg1, . . . gdq de Cd

telle que la matrice M “ paijq de T dans la base g est triangulaire
supérieure, avec de plus |aij| ă η pour i ă j. (Chercher g sous la forme

g “ pα1f1, . . . , αdfdq, où pf1, . . . , fdq est une base trigonalisant T ).
(b) En déduire que pour tout ε ą 0, il existe une norme } ¨ }ε sur Cd telle

que ~T~ε ă rpT q ` ε, où ~ ¨ ~ε est la norme associée sur LpCdq.
(c) Démontrer le résultat souhaité.

(3) (2ème méthode) Soit T P LpCdq vérifiant rpT q ă 1. En utilisant la décomposition
“D `N”, montrer directement que T n Ñ 0 quand nÑ 8.

Exercice 18. (rayon spectral sans analyse complexe)
Soit X un espace de Banach complexe. Le but de l’exercice est de démontrer la for-
mule du rayon spectral pour LpXq sans utiliser la théorie des fonctions holomorphes.
On fixe donc un opérateur T P LpXq, on note rpT q le rayon spectral de T , et on
cherche à montrer que rpT q “ limnÑ8 }T

n}1{n (on tient pour acquis que la limite
existe). Dans ce qui suit, on pose ν :“ limnÑ8 }T

n}1{n et Cν :“ tλ P C; |λ| ě νu.

(1) Rappeler pourquoi on a rpT q ď ν.
(2) Montrer que si ν “ 0, alors T n’est pas inversible. En déduire la formule dans

ce cas.
(3) On suppose que ν ą 0, et qu’il n’existe aucun nombre λ P σpT q vérifiant

|λ| “ ν.

(a) Pour λ P Cν , on pose φpλq “ pI ´ λ´1T q´1. Justifier la définition, et
montrer que la fonction φ est uniformément continue sur Cν .

(b) Montrer que pour tout λ P Cν et pour tout entier n ě 1, l’opérateur
I ´ pλ´1T qn est inversible. (Factoriser le polynôme P pzq :“ 1´ pλ´1zqn).

(c) Soit n P N˚. On note Γn l’ensemble des racines n-ièmes de l’unité.
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(i) Pour k P t1, . . . , n´ 1u, calculer
ř

ωPΓn
ωk.

(ii) Montrer que pour tout λ P C˚ et pour tout ω P Γn, on a

I ´ pλ´1T qn “ pI ´ pωλq´1T q
´

I ` pωλqT ` ¨ ¨ ¨ ` pωλqn´1T
¯

.

(iii) Déduire de (i) et (ii) que pour tout λ P Cν , on a

`

I ´ pλ´1T qn
˘´1

“
1

n

ÿ

ωPΓn

φpωλq .

(d) En utilisant (a) et (c), montrer que pI ´ pλ´1T qnq
´1
Ñ pI ´ pν´1T qnq

´1

quand λ P Cν tend vers ν, uniformément par rapport à n P N˚.
(e) Montrer que si |λ| ą ν, alors pλ´1T qn Ñ 0 quand nÑ 8. En déduire, à

l’aide de (d), que pν´1T qn tend vers 0 quand n Ñ 8, puis obtenir une
contradiction.

(4) Conclure.

Exercice 19. Soit X un espace de Banach complexe, et soit T P LpXq. Soit
également ε ą 0. Pour x P X, on pose

}x}ε “ sup
nPN

}T nx}

prpT q ` εqn
¨

(1) Justifier la définition, puis montrer que } ¨ }ε est une norme équivalente à la
norme originelle de X.

(2) On note encore } ¨ }ε la norme sur LpXq associée à } ¨ }ε. Montrer qu’on a
}T }ε ď rpT q ` ε.

(3) Montrer qu’il existe un opérateur inversible J : X Ñ X tel que }JTJ´1} ă

rpT q ` ε.

Exercice 20. Soit A une algèbre de Banach complexe avec unité.

(1) Montrer que l’ensemble tpa, λq P A ˆ C; λ P σpaqu est une partie fermée de
Aˆ C.

(2) En déduire que si panqnPN est une suite d’éléments de A telle que an Ñ a P A,
alors

lim
nÑ8

rpanq ď rpaq.

(3) Trouver un exemple où l’inégalité est stricte.

Exercice 21. Soit A une algèbre de Banach unitaire. Montrer que pour tout ouvert
Ω Ď C, l’ensemble ta P A; σpaq Ď Ωu est un ouvert de A.



5

Exercice 22. Soit A une algèbre de Banach complexe avec unité. Montrer que si
a, b P A commutent (i.e. ab “ ba), alors

rpabq ď rpaqrpbq et rpa` bq ď rpaq ` rpbq.

(Pour la 2ème inégalité, observer d’abord que pour tous α, β tels que α ą rpaq et β ą rpbq,

on peut trouver une constante C telle que @m P N : }am} ď Cαm et }bm} ď Cβm.)

Exercice 23. Soit X un espace de Banach complexe.

(1) Montrer que si A P LpXq et si λ R σpAq, alors rppA´ λIq´1q “ 1
distpλ,σpAqq

¨

(2) En déduire, à l’aide l’exercice 22, que si A,B P LpXq commutent, si λ R σpAq
et si }B ´ A} ă distpλ, σpAqq, alors λ R σpBq.

(3) Soit pTnq Ď LpXq une suite convergeant vers un opérateur T . On suppose
qu’on a TTn “ TnT pour tout n P N.

(a) En utilisant (2), montrer que si λ P σpT q, alors distpλ, σpTnqq “ 0.
(b) Montrer qu’on a limnÑ8 rpTnq “ rpT q.

Exercice 24. Soit X un espace de Banach complexe, et soit T P LpXq.
(1) On suppose qu’il existe un polynôme P ‰ 0 tel que P pT q “ 0. Montrer

que σpT q est contenu dans l’ensemble des racines de P (noté ZpP q), et que si
λ P CzZpP q, alors on peut trouver un polynôme Bλ tel que degpBλq ă degpP q
et pT ´ λIq´1 “ BλpT q.

(2) On suppose que T est une projection, avec T ‰ 0 et T ‰ I. Déterminer σpT q
et donner une formule pour pT ´ λIq´1 si λ P CzσpT q.

Exercice 25. Pour toute f P Cpr0, 1sq, on définit une fonction Tf : r0, 1s Ñ C par

Tfp0q :“ 0 et Tfpxq :“
şx

0
fpyq?
x2´y2

dy pour x ą 0.

(1) Justifier la définition et montrer que Tf est continue pour toute f P Cpr0, 1sq;
puis montrer que T est un opérateur borné sur Cpr0, 1sq et calculer }T }.

(2) Montrer que tout nombre λ P s0, π{2s est valeur propre de T , et en déduire le

rayon spectral de T . (Montrer d’abord qu’on peut écrire λ “
şπ{2
0 pcos θqrdθ, pour

un certain r ě 0).

Exercice 26. Soit p P r1,8s. Répondre aux mêmes questions qu’à l’exercice
précédent pour l’opérateur T : Lpps0, 1rq Ñ Lpps0, 1rq défini par

Tfpxq :“ x2

ż 1

0

y2fpyq dy.

Exercice 27. Soit X un espace de Banach, et soit T P LpXq. Montrer que si σpT q
est dénombrable, alors σpT q “ σappT q.
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Exercice 28. (Spectre d’une restriction)
Soit X un espace de Banach complexe, et soit T P LpXq. Soit également E Ď X un
sous-espace fermé invariant par T . Le but de l’exercice est de démontrer le résultat
suivant : si Ω est une composante connexe de CzσpT q telle que Ω X σpT|Eq ‰ H,
alors Ω Ď σpT|Eq.

(1) Montrer que si Γ est un compact de C contenu dans CzσpT q, alors il existe
une constante c ą 0 telle que @λ P Γ @x P X : }Tx´ λx} ě c }x}.

(2) Soit Γ un compact de CzσpT q, et soit c ą 0 donnée par (1). Montrer que si
λ0 P Γ est tel que T|E ´ λ0IE est inversible (dans LpEq), alors T|E ´ λIE est
inversible pour tout λ P C vérifiant |λ´ λ0| ă c.

(3) Démontrer le résultat annoncé.

Exercice 29. (Théorème de Jamison)
Soit X un espace de Banach séparable, et soit T P LpXq. On suppose qu’on a
supkPN }T

k} ă 8. Le but de l’exercice est de montrer que σppT qXT est dénombrable.

(1) On pose E :“ σppT q X T; et pour tout λ P E, on choisit xλ P X tel que
Txλ “ λxλ et }xλ} “ 1.

(a) Montrer que si λ, µ P Λ, alors

@k ě 1 : |µk ´ λk| ď p1` }T k}q }xµ ´ xλ}.

(b) En déduire qu’il existe une constante c ą 0 telle que

@λ, µ P E avec λ ‰ µ : }xµ ´ xλ} ě c.

(2) Démontrer le résultat annoncé.

Exercice 30. (spectre d’une isométrie)
Soit X un espace de Banach complexe, et soit V : X Ñ X une isométrie (linéaire).

(1) Montrer qu’on a σppV q Ď T et σpV q Ď D, où D :“ tz P C; |z| ă 1u.
(2) Soit λ P D. Montrer qu’on a λ R σpV q si et seulement si V ´ λI est surjectif.
(3) Montrer que DzσpV q est ouvert et fermé dans D.

(4) Établir les propriétés suivantes.

(i) Ou bien σpV q “ D, ou bien σpV q Ď T.
(ii) σpV q Ď T si et seulement si V est bijective.

Exercice 31. (image numérique)
Soit H un espace de Hilbert complexe, et soit T P LpHq. On pose

V pT q :“
 

xT pxq, xy; x P H , }x} “ 1
(

.

(1) Montrer qu’on a σpT q Ď V pT q. (Penser aux valeurs propres approchées.)
(2) On suppose que H est de dimension finie et que T est un opérateur normal.

Montrer que V pT q est l’enveloppe convexe de σpT q.
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(3) On revient au cas général. Déduire de (1) qu’on a

rpT q ď sup
}x}“1

|xT pxq, xy| ď }T } .

Que peut-on en déduire si l’opérateur T est normal?

Exercice 32. Dans tout l’exercice, X un espace de Banach complexe.

(1) Pour R P LpXq, laquelle des deux propriétés suivantes implique l’autre?
(i) R est un plongement;
(ii) R possède un inverse à gauche dans LpXq; autrement dit, il existe

S P LpXq tel que SR “ I.
Montrer que si ImpRq possède un supplémentaire fermé dans X, alors (i) et
(ii) sont équivalentes.

(2) Pour R P LpXq, laquelle des deux propriétés suivantes implique l’autre?
(i) R est surjectif;
(ii) R possède un inverse à droite dans LpXq.

Montrer que si kerpRq possède un supplémentaire fermé dans X, alors (i) et
(ii) sont équivalentes.

(3) Soit R P LpXq. On suppose que R possède un inverse à gauche S dans LpXq.
Montrer que si R1 P LpXq est suffisamment proche de R, alors R1 possède un
inverse à gauche S 1 vérifiant }S 1} ď 2}S}. (Commencer par montrer que si R1

est proche de R, alors SR1 est inversible).
(4) Soit T P LpXq et soit λ P C. Montrer que si λ P BσpT q, alors T ´ λI ne

possède pas d’inverse à gauche et pas d’inverse à droite dans LpXq.

Exercice 33. (Théorème de Katznelson-Tzafriri)
Dans tout l’exercice, X est un espace de Banach complexe, et T P LpXq est un
opérateur vérifiant }T } ď 1. Le but de l’exercice est de montrer l’équivalence des
deux propriétés suivantes :

(i) σpT q X T “ H ou σpT q X T “ t1u;
(ii) limnÑ8 }T

n`1 ´ T n} “ 0.

Dans toute la suite, on note ApTq l’ensemble des fonctions g : RÑ C continues 2π-
périodiques vérifiant

ř`8

´8
|pgpnq| ă 8. Pour g P ApTq, on pose }g}A :“

ř`8

´8
|pgpnq|.

Enfin, si F : RÑ Z est une fonction continue 2π-périodique à valeurs dans un espace

de Banach Z, on définit ses coefficients de Fourier pF pnq par la formule habituelle :

pF pnq “
1

2π

ż π

´π

F pθqe´inθdθ .

(1) Montrer que si λ P σpT q XT, alors }T n`1´ T n} ě |λ´ 1| pour tout n P N, et
en déduire que (ii) entrâıne (i).

(2) Montrer que toute fonction 2π-périodique de classe C1 appartient à ApTq.
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(3) Montrer que si F : R Ñ Z est une fonction continue 2π-périodique et si
g P ApTq, alors

}xgF pnq} ď }g}A sup
kPZ
} pF pkq} .

pour tout n P N.
(4) Soit χ une fonction de classe C8 à support contenu dans r´1, 1s et valant 1

sur r´1{2, 1{2s. Pour ε P s0, πr on note χε la fonction 2π-périodique égale à
χpεq sur r´π, πs. Montrer que χε vérifie les propriétés suivantes :r χε ” 1 sur r´ε{2, ε{2s et supppχεq Ď r´ε, εs.r ř`8

´8
|pχεpn` 1q ´ pχεpnq| ďMε, où M :“

ş

R |pχ
1pxq| dx.

(5) On suppose que (i) est vérifiée.

(a) Montrer qu’il existe un ouvert Ω Ď C contenant Dzt1u tel que

F pzq :“ pzT ´ Iq´1

est bien défini pour tout z P Ω. La fonction F est alors holomorphe dans
Ω (à valeurs dans LpXq).

(b) Pour r P s0, 1r, on définit Fr : RÑ LpXq par Frpθq :“ F preiθq. Montrer
que pour tout n P N˚, on a

rnT n ´ rn´1T n´1
“

1

2π

ż π

´π

Frpθqp1´ e
iθ
qe´inθdθ .

En déduire que si ε P s0, πr et si χε est la fonction donnée par (4), alors

}rnT n ´ rn´1T n´1
} ďMε`

›

›

›

yΦr,εpnq
›

›

›
,

où Φr,εpθq :“ p1´ eiθqp1´ χεpθqqFrpθq.
(c) Observer que la fonction Φr,ε est nulle sur r´ε{2, ε{2s, et en déduire qu’il

existe une constante Cε indépendante de r telle que

@r P r0, 1r @θ : }Φ1r,εpθq} ď Cε .

(d) Montrer que pour tout r P r0, 1r et pour tout n P N˚, on a

›

›rnT n ´ rn´1T n´1
›

› ďMε`
Cε
n
¨

(6) Montrer que (i) entrâıne (ii).

Exercice 34. Soient X et Y des espaces de Banach. Montrer que s’il existe un
opérateur T : X Ñ Y compact et surjectif, alors dimpY q ă 8.

Exercice 35. Soit K : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ C une fonction continue, et soit TK :

Cpr0, 1sq Ñ Cpr0, 1sq l’opérateur défini par TKfpxq :“
ş1

0
Kpx, yqfpyq dy. Montrer

que TK est un opérateur compact. (Penser au Théorème d’Ascoli.)
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Exercice 36. Soit V : Cpr0, 1sq Ñ Cpr0, 1sq l’opérateur défini par V fpxq :“
şx

0
fptq dt.

Montrer que V est compact et déterminer σpV q.

Exercice 37. Soit φ : r0, 1s Ñ C une fonction continue, et soit T : Cpr0, 1sq Ñ
Cpr0, 1sq l’opérateur défini par Tfpxq :“

şx

0
φptqfptq dt ´

ş1

x
φptqfptq dt. Montrer que

T est compact et déterminer σpT q.

Exercice 38. Soit X un espace de Banach complexe, et soient T P LpXq. On
suppose que T est inversible à droite, i.e. il existe un opérateur S P LpXq tel que
TS “ I, et on suppose de plus qu’il existe un opérateur inversible V P LpXq tel
que T ´ V est compact. Montrer que T est inversible. (Commencer par montrer que

σpTV ´1q est dénombrable; puis poser A “ TV ´1 et utiliser l’Exercice 12.)

Exercice 39. Soit T : Cpr0, 1sq Ñ Cpr0, 1sq l’opérateur défini par Tfpxq :“
ş1´x

0
fptq dt.

Montrer que T est compact et déterminer σpT q.

Exercice 40. Pour p P r1,8r, on note Vp : Lppr0, 1sq Ñ Cpr0, 1sq l’opérateur défini
par Vpfpxq :“

şx

0
fptq dt.

(1) Montrer que si p ą 1, alors Vp est un opérateur compact.
(2) Qu’en est-il pour p “ 1? (Considérer les fonctions fn “ 2n1s2´n,2´n`1s).
(3) Soit p ą 1. En considèrant Vp comme un opérateur de Lppr0, 1sq dans

Lppr0, 1sq, déterminer σpVpq

Exercice 41. Soit X un espace de Banach. Montrer que si T P LpXq est un
opérateur compact, alors 0 est valeur propre approchée de T . Donner un exemple où
0 n’est pas valeur propre de T .

Exercice 42. Soit X un espace de Banach, et soit T P LpXq un opérateur compact.
On note tλi; i P Iu l’ensemble des valeurs propres non-nulles de T . Montrer qu’il
existe une famille d’entiers pniqiPI telle que : pour tout ensemble fini J Ď I,

X “

˜

à

jPJ

kerpT ´ λjIq
nj

¸

‘ Im

˜

ź

jPJ

pT ´ λjIq
nj

¸

.

(Commencer par montrer que si P et Q sont des polynômes premiers entre eux, alors

kerppPQqpT qq “ kerpP pT qq ‘ kerpQpT qq et ImppPQqpT qq “ ImpP pT qq X ImpQpT qq.)

Exercice 43. (perturbation d’une base hilbertienne)
Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie, soit peiqiPN une base
hilbertienne de H, et soit pfiqiPN une suite orthonormale dans H. On suppose qu’on
a
ř8

0 }fi ´ ei}
2 ă 8. Le but de l’exercice est de montrer que pfiq est également une

base hilbertienne de H.
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(1) Pour x P H, on pose Tx :“
ř8

0 xx, eiy pei ´ fiq. Justifier la définition et
montrer que T P LpHq.

(2) Montrer que T est un opérateur compact.
(3) Déterminer kerpI ´ T q, puis montrer que R :“ I ´ T est inversible.
(4) Calculer Rei pour i P N, et conclure.

Exercice 44. (Théorème de Lomonosov)
Dans cet exercice, X est un espace de Banach complexe tel que dimpXq ě 2, et
T P LpXq est un opérateur compact. On pose A :“ tA P LpXq; AT “ TAu. Le but
de l’exercice est de montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel fermé E Ď X, avec
E ‰ t0u et E ‰ X, tel que @A P A : ApEq Ď E.

(1) Démontrer le résultat souhaité lorsque σpT q n’est pas réduit à t0u.

Dans la suite, on suppose que σpT q “ t0u et }T } “ 1.

(2) Soit x0 P X tel que }Tx0} ą 1. On pose B :“ Bpx0, 1q. Montrer que }x0} ą 1

et que T pBq Ď Xzt0u.

(3) Pour z P Xzt0u, on pose Ez :“ tRz; R P Au. Montrer que Ez est un sous-
espace vectoriel de X tel que @A P A : ApEzq Ď Ez.

(4) Dans cette question, on suppose qu’on a Ez “ X pour tout z P Xzt0u.
(a) Pour R P A, on pose OR :“ tz P X; }Rz ´ x0} ă 1u. Montrer qu’il

existe un ensemble fini F Ď A tel que T pBq Ď
Ť

RPF OR.
(b) Montrer qu’il existe une suite pRnqně1 Ď F telle que

@n ě 1 : }pRnT qpRn´1T q ¨ ¨ ¨ pR1T qx0 ´ x0} ă 1.

(c) Montrer qu’il existe une constante C telle que

@n ě 1 : }pRnT qpRn´1T q ¨ ¨ ¨ pR1T q} ď Cn
}T n};

et en déduire que }pRnT qpRn´1T q ¨ ¨ ¨ pR1T q} Ñ 0 quand nÑ 8.
(d) En déduire une contradiction.

(5) Conclure.

Exercice 45. Soit A une algèbre de Banach avec unité sur K “ R ou C, et soit
u P A vérifiant rpuq ă 1. Montrer qu’il existe a P A tel que 1´ u “ ea.

Exercice 46. Soit A une algèbre de Banach complexe, commutative et avec unité.
On pose exppAq :“ tea; a P Au.

(1) Montrer que exppAq est un sous-groupe ouvert de GpAq.
(2) En déduire que si GpAq est connexe, alors exppAq “ GpAq.

Exercice 47. Le but de l’exercice est de montrer que toute matrice inversible M P

MdpCq peut s’écrire M “ eA pour une certaine matrice A.
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(1) Soit M P MdpCq. On note AM la sous-algèbre de MdpCq engendrée par I
et M ; autrement dit, AM “ CrM s. Montrer que si M est inversible, alors
M´1 P AM .

(2) Démontrer le résultat souhaité en utilisant l’Exercice 46.

Exercice 48. (“Théorème de Gelfand”)
Soit X un espace de Banach complexe, et soit T P LpXq. On suppose que T est
une isométrie bijective, et que σpT q “ t1u. Le but de l’exercice est de montrer que
T “ I.

(1) Montrer qu’il existe un opérateur S P LpXq tel que T “ eiS et σpSq “ t0u.
(2) Définir sinpRq pour tout opérateur R P LpXq, puis montrer que

@n, k P N : }
`

sinpnSq
˘k
} ď 1.

(3) On rappelle que la fonction arcsin est développable en série entière sur s´1, 1r,
et on écrit arcsinpxq “

ř8

k“0 ckx
k.

(a) Montrer que les coefficients ck sont ě 0, et qu’on a
ř8

k“0 ck “
π
2
¨

(b) Soit D le disque unité ouvert. Pour z P D, on pose arcsinpzq :“
ř8

k“0 ckz
k,

de sorte que arcsin est une fonction holomorphe sur D. Montrer que si
A P LpXq vérifie rpAq ă 1, alors l’opérateur arcsinpAq est bien défini et

} arcsinpAq} ď
π

2
sup
kPN

}Ak}.

(4) Déduire de (2) et (3) que S “ 0, et conclure.

Exercice 49. (décomposition polaire)
Soit H un espace de Hilbert complexe séparable. Montrer que si T P LpHq est
inversible, alors T peut se décomposer de manière unique sous la forme T “ UP , où
U est unitaire et P est positif.

Exercice 50. Soit H un espace de Hilbert, et soit T P LpHq. Montrer que T est
positif et inversible si et seulement si il existe un opérateur auto-adjoint L tel que
T “ eL; et que dans ce cas l’opérateur L est unique.

Exercice 51. Soit K un compact de C, et soit f : K Ñ C une fonction continue et
injective. Montrer que si T1 et T2 sont deux opérateurs normaux sur un espace de
Hilbert H tels que σpT1q “ K “ σpT2q et fpT1q “ fpT2q, alors T1 “ T2.

Exercice 52. (Théorème de Fuglede-Putnam)
SoitH un espace de Hilbert complexe, et soientA,B P LpHq des opérateurs normaux.
Soit également T P LpHq. On suppose qu’on a AT “ TB. Le but de l’exercice est
de montrer que A˚T “ TB˚.
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(1) Montrer que pour tout S P LpHq, l’opérateur eS´S
˚

est unitaire.
(2) Montrer que @z P C : ezAT “ TezB.
(3) Déduire de (1) et (2) que pour tout z P C, il existe des opérateurs unitaires

Uz et Vz tels que ezA
˚

Te´zB
˚

“ UzTVz.
(4) Montrer que la fonction f : C Ñ LpHq définie par fpzq :“ ezA

˚

Te´zB
˚

est
constante. (Observer que f est holomorphe.)

(5) Conclure.

Exercice 53. Soit H un espace de Hilbert complexe, et soit T P LpHq un opérateur
normal. Montrer que si A P LpHq vérifie AT “ TA, alors AfpT q “ fpT qA pour
toute fonction f P CpσpT qq. (Utiliser l’Exercice 52!)

Exercice 54. Soit H un espace de Hilbert complexe séparable. Montrer en deux
lignes que si T P LpHq est un opérateur normal, alors

}T } “ sup
 

|xTx, xy|; }x} “ 1
(

.

(À comparer avec la preuve donnée par l’Exercice 31.)

Exercice 55. Soit H un espace de Hilbert complexe séparable, et soit T P LpHq un
opérateur normal. Montrer que T est auto-adjoint si et seulement si σpT q Ď R.

Exercice 56. Soit H un espace de Hilbert complexe séparable, et soit T P LpHq un
opérateur normal. On suppose que σpT q “ t0, 1u. Montrer que T est une projection
orthogonale.

Exercice 57. Soit H un espace de Hilbert complexe séparable, et soit T P LpHq
un opérateur normal. On suppose que σpT q est dénombrable. Montrer que T est
diagonalisable en base orthonormée.

Exercice 58. Soit H un espace de Hilbert complexe séparable, et soit T P LpHq un
opérateur normal. Montrer que si λ P σpT q est un point isolé de σpT q, alors λ est
une valeur propre de T .

Exercice 59. Démontrer le Théorème ergodique de von Neumann pour un opérateur
T unitaire en utilisant le Théorème spectral.

Exercice 60. Soit H un espace de Hilbert complexe séparable. Montrer que si
U P LpHq est un opérateur unitaire, alors on peut écrire U “ eiT pour un certain
opérateur auto-adjoint T .
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Exercice 61. Soit H un espace de Hilbert complexe séparable. On note GLpHq
l’ensemble des opérateurs inversibles surH. Montrer que GLpHq est connexe. (Penser

à la décomposition polaire.)

Exercice 62. Soit A une C-algèbre de Banach commuative et unitaire. Montrer que
si a, b P A, alors σpa` bq Ď σpaq ` σpbq et σpabq Ď σpaqσpbq.

Exercice 63. (Théorème de Wiener)
Pour toute fonction f P CpTq, on note cnpfq les coefficients de Fourier de f :

@n P Z : cnpfq “

ż 2π

0

fpeiθqe´inθ
dθ

2π
¨

Le but de l’exercice est de démontrer le résultat suivant : Si f P CpTq est telle que
ř8

n“´8 |cnpfq| ă 8 et si fpzq ‰ 0 pour tout z P T, alors la fonction g “ 1{f vérifie
également

ř8

n“´8 |cnpgq| ă 8.

(1) On note ApTq l’ensemble des fonctions f P CpTq vérifiant
8
ř

n“´8

|cnpfq| ă 8.

(a) Montrer que ApTq est un sous-algèbre unitaire de CpTq.
(b) Pour f P ApTq, on pose

}f}A :“
8
ÿ

n“´8

|cnpfq|.

Montrer que pApTq, } ¨ }Aq est une algèbre de Banach.

(2) Montrer que si γ : ApTq Ñ C est un homomorphisme, alors il existe z0 P T
tel que @f P ApTq : γpfq “ fpz0q.

(3) Conclure.

Exercice 64. (Théorème de Wiener, 2)
Le but de l’exercie est de donner une preuve “élémentaire” du Théorème de Wiener
(cf l’Exercice 63), dont on rappelle l’énoncé : Si f : RÑ C est une fonction continue
2π-périodique dont la série de Fourier est absolument convergente, et si f ne s’annule
jamais, alors la série de Fourier de 1{f est elle aussi absolument convergente.

(1) On note C2π l’ensemble des fonction continues 2π-périodiques f : R Ñ C, et
A Ď C2π l’ensemble des fonctions f dont la série de Fourier est absolument
convergente. Pour f P A, on pose

}f}A :“
8
ÿ

n“´8

|cnpfq|.

Montrer que pA, } ¨ }Aq est une algèbre de Banach.
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(2) On note C1
2π l’ensemble des fonctions f : RÑ C de classe C1 et 2π-périodiques.

Montrer qu’on a C1
2π Ď A et que si g P C1

2π, alors

}g}A ď }g}8 ` 2}g1}8 .

(3) Montrer que C1
2π est dense dans A.

(4) Montrer que si h P C1
2π et s’il existe une constante σ ą 0 telle que

@t P R : |hptq| ě σ,

alors h´n :“ 1{hn P A pour tout n P N˚ avec

}h´n}A ď ch nσ
´n,

où ch est une constante dépendant uniquement de h.

(5) Soit f P A ne s’annulant pas sur R.

(a) Justifier l’existence d’une constante σ ą 0 tel que @t P R : |fptq| ě 2σ.

(b) Montrer à l’aide de (4) que si h P C1
2π vérifie }h´ f}A ď

σ
2
, alors la série

ř

ně0ph´ fq
nh´n´1 converge dans A.

(6) Conclure.


