
M2 Analyse fonctionnelle

Feuille d’exercices no 2
(les “3 principes de base”)

Exercice 1. (la preuve “la plus courte” du Théorème de Riesz)

Soit pX, } ¨ }q un espace vectoriel normé. On suppose que la boule unité ouverte de X
peut être recouverte par un nombre fini de boules ouvertes de rayon 1{2 ; autrement

dit, qu’on peut trouver x1, . . . , xN P X tels que BXp0, 1q Ď
ŤN
i“1Bpxi, 1{2q. On pose

E :“ vect px1, . . . , xNq, et on note π : X Ñ X{E la surjection canonique. Montrer
qu’on a πpBXp0, 1qq Ď BX{Ep0, 1{2q, et en déduire que X{E “ t0u. Conclusion ?

Exercice 2. Soit X un espace vectoriel normé. Soient également E et F deux sous-
espaces vectoriels fermés de X. On suppose que F est de dimension finie. En notant
π : X Ñ X{E la surjection canonique, montrer que πpF q est fermé dans l’espace
quotient X{E, et en déduire que E ` F est un sous-espace fermé de X.

Exercice 3. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, et soit T : X Ñ Y une
application linéaire. On suppose que T est de rang fini, i.e. ImpT q est de dimen-
sion finie. Montrer que T est continue si et seulement si kerpT q est fermé dans X.
(Considérer l’espace quotient X{ kerpT q).

Exercice 4. Soit X un espace vectoriel normé, et soit φ P X˚zt0u. Montrer que pour
tout a P Xz kerpφq, on a

}φ} “
|φpaq|

dist
`

a, kerpφq
˘ ¨

(Une preuve directe se fait très bien ; mais on peut aussi considérer l’application quotient
rφ : X{ kerpφq Ñ K.)

Exercice 5. (dual de c0)
Dans cet exercice, on détermine le dual de l’espace de Banach c0 “ c0pNq. On notera
penqnPN la “base canonique” de c0.

(1) Montrer que si a P `1pNq, alors la formule φapxq :“
ř8

n“0 anxn définit une
forme linéaire continue sur c0, et qu’on a }φa} “ }a}1.

(2) Soit φ : c0 Ñ K une forme linéaire continue sur c0. Pour n P N, on pose
an :“ φpenq. Montrer que si x P c0, alors φpxq “

ř8

0 anxn, où la série converge

dans K. Montrer ensuite qu’on a
řN
n“0 |an| ď }φ} pour tout N P N.
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(3) Montrer que c˚0 s’identifie isométriquement à `1.

Exercice 6. (dual de `p, 1 ď p ă 8)
Soit p P r1,8r, et soit q l’exposant conjugué. En procédant comme dans l’exercice 5,
montrer que le dual de `p “ `ppNq s’identifie isométriquement à `q.

Exercice 7. (décomposition de Riesz)
Soit X un espace vectoriel normé réel, et soient p1, . . . , pn : X Ñ R des fonctionnelles
sous-linéaires. Soit également L : X Ñ R une forme linéaire. On suppose qu’on a

@x P X : Lpxq ď
n
ÿ

k“1

pkpxq.

Montrer qu’il existe des formes linéaires L1, . . . Ln : X Ñ R telles que

L “
n
ÿ

k“1

Lk et @k : Lk ď pk.

(On pourra considérer E :“ tpx, . . . , xq; x P Xu Ď Xn et la fonction p : Xn Ñ R définie

par ppx1, . . . , xnq :“
řn
k“1 pkpxkq.)

Exercice 8. On dit qu’une forme linéaire L : Cpr0, 1s,Rq Ñ R est positive si on
a Lpfq ě 0 pour toute f ě 0. Montrer que toute forme linéaire continue L sur
Cpr0, 1s,Rq peut s’écrire L “ L1 ´L2 où L1 et L2 sont des formes linéaires positives.
(Utiliser l’Exercice 7 avec p1pfq :“ }f`}8 et p2pfq :“ }f´}8.)

Exercice 9. (prolongement par densité)
Soient X un espace vectoriel normé et Y un espace de Banach. Montrer que si E est
un sous-espace vectoriel de X, alors toute application linéaire continue T : E Ñ Y

se prolonge de manière unique en une application linéaire continue rT : E Ñ Y .

Exercice 10. Soient H un espace de Hilbert, Y un espace de Banach, et E un sous-
espace vectoriel de H. Montrer que toute application linéaire continue T : E Ñ Y se

prolonge en une application linéaire continue rT : H Ñ Y .

Exercice 11. Soit H un espace de Hilbert, et soit E Ď H un sous-espace fermé.
Montrer que si ϕ P E˚, alors alors ϕ possède une unique extension de Hahn-Banach
Φ P H˚, et donner une formule pour Φ.

Exercice 12. Montrer que si ϕ P
`

c0pNq
˘˚

, alors ϕ possède une unique extension de

Hahn-Banach Φ P
`

`8pNq
˘˚

.
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Exercice 13. Soit E :“ tx P `1pNq; x2i “ 0 pour tout i P Nu Ď `1pNq. Montrer que
si ϕ P E˚ et ϕ ‰ 0, alors ϕ possède une infinité d’extensions de Hahn-Banach.

Exercice 14. Soit X un espace vectoriel normé, et soit E Ď X un sous-espace
vectoriel de dimension finie.

(1) Soit pe1, . . . , edq une base de E. Montrer qu’il existe des formes linéaires conti-
nues e˚1 , . . . , e

˚
d P X

˚ telles que xe˚i , ejy “ δi,j pour tous i, j P t1, . . . , nu.

(2) Montrer qu’il existe une projection linéaire continue de X sur E, de norme

au plus égale à
řd
i“1 }e

˚
i } }ei}.

Exercice 15. Soit I un ensemble non vide, et soit `8pIq l’espace de toutes les
fonctions bornées f : I Ñ R, muni de la norme } ¨ }8. Soit également X un espace
vectoriel normé réel, et soit E un sous-espace vectoriel de X. Montrer que toute
application linéaire continue T : E Ñ `8pIq se prolonge en une application linéaire

continue rT : X Ñ `8pIq vérifiant }rT } “ }T }.

Exercice 16. Soit X un espace vectoriel normé et soit E un sous-espace fermé de X.
Montrer que pour tout point x P XzE, on peut trouver x˚ P X˚ telle que }x˚} “ 1,
x˚ ” 0 sur E et xx˚, xy “ distpx,Eq.

Exercice 17. Soient X un espace vectoriel normé, ra, bs un intervalle compact de R
et f : ra, bs Ñ X une fonction continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br. Montrer qu’il
existe c P sa, br tel que }fpbq ´ fpaq} ď }f 1pcq} pb´ aq.

Exercice 18. Soit X un espace de Banach séparable. Montrer qu’il existe un en-
semble dénombrable D Ď X˚ qui sépare les points de X.

Exercice 19. (Théorème de Liouville vectoriel)
Soit X un espace de Banach complexe. Si Ω est un ouvert de C, on dit qu’une
fonction f : Ω Ñ C est holomorphe si elle est C-dérivable en tout point. Montrer que
si f : CÑ X est homomorphe et bornée, alors f est constante.

Exercice 20. Soit X un espace vectoriel normé réel. Pour tout x P X, on pose

Jpxq :“
 

x˚ P X˚; }x˚} “ }x} et xx˚, xy “ }x}2
(

.

(1) Montrer que dans la définition de Jpxq, on peut remplacer “}x˚} “ }x}” par
“}x˚} ď }x}”.

(2) Montrer que Jpxq est une partie non-vide, convexe et fermée de X˚.
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(3) Montrer que si x P X et x˚ P X˚, alors

x˚ P Jpxq ðñ @y P X : xx˚, y ´ xy ď
1

2

`

}y}2 ´ }x}2
˘

.

(Pour ð, commencer par prendre y “ tx pour montrer que xx˚, xy “ }x}2.)

(4) Montrer que si x, y P X, alors

@x˚ P Jpxq @y˚ P Jpyq : xy˚ ´ x˚, y ´ xy ě p}y} ´ }x}q2 ě 0.

(5) Dans cette question, on suppose que la norme de X˚ est strictement convexe.

(a) Montrer que pour tout x P X, l’ensemble Jpxq est réduit à 1 point (qu’on
notera encore Jpxq).

(b) Montrer que si x, y P X, alors

Jpxq “ Jpyq ðñ xJpyq ´ Jpxq, y ´ xy “ 0.

Exercice 21. Soit X :“ pRd, } ¨ }pq, où 1 ď p ď 8. Avec les notations de l’Exercice
20, déterminer explicitement Jpxq pour x P X.

Exercice 22. Soit X un espace vectoriel normé sur K “ R ou C, et soit pxnqnPN une
suite de vecteurs de X linéairement indépendants. Soit également panqnPN une suite
d’éléments de K. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe une forme linéaire continue x˚ P X˚ telle que @n P N : xx˚, xny “ an.

(ii) Il existe une constante C ă 8 telle que

@λ1, . . . , λN P K :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

j“1

λjaj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C

›

›

›

›

›

N
ÿ

j“1

λjxj

›

›

›

›

›

.

Exercice 23. Soit X un espace vectoriel normé réel, et soient φ, ψ P X˚ vérifiant
}φ} “ 1 “ }ψ}. Soit également ε ą 0. On suppose qu’on a |φpxq| ď ε }x} pour tout
x P kerpψq.

(1) Montrer qu’il existe une forme linéaire rφ P X˚ telle que }rφ} ď ε et rφ´ φ est
proportionnelle à ψ.

(2) On écrit rφ´ φ “ λψ, où λ P R. Montrer que λ vérifie |1´ |λ|| ď ε.

(3) Montrer qu’on a }φ` ψ} ď 2ε ou }φ´ ψ} ď 2ε. (Discuter selon le signe de λ).

Exercice 24. (`1 n’est pas le dual de `8)

(1) Montrer que si a P `1pNq, alors la formule Φapxq :“
ř8

n“0 anxn définit une
forme linéaire continue sur `8pNq, et qu’on a }Φa} “ }a}1.
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(2) On note c le sous-espace de `8 constitué par toutes les suites pxnq admettant
une limite (finie) quand nÑ 8.

(a) Montrer qu’il existe une forme linéaire continue Φ P p`8q˚ telle que
@x P c : Φpxq “ limnÑ8 xn.

(b) Montrer que Φ n’est pas du type Φa.

Exercice 25. (L1 n’est pas le dual de L8)

Montrer que si f P L1pRq, alors la formule Φf pgq :“
ş

R fptqgptq dt définit une forme
linéaire continue sur L8pRq, et qu’on a }Φf} “ }f}1. Montrer ensuite qu’il existe des
formes linéaires continues sur L8pRq qui ne sont pas de la forme Φf .

Exercice 26. Soit X un espace vectoriel normé. Pour A Ď X et B Ď X˚, on pose

AK :“
 

x˚ P X˚; @x P A : xx˚, xy “ 0
(

et

BK :“
 

x P X; @x˚ P B : xx˚, xy “ 0
(

.

Montrer que si E est un sous-espace vectoriel de X, alors pEKqK “ E.

Exercice 27. Soit Ω un ouvert connexe de C, et soit f : Ω Ñ X une fonction
holomorphe à valeurs dans un espace de Banach X. Montrer que si Λ Ď Ω possède
un point d’accumulation dans Ω, alors Vect tfpλq; λ P Λu “ Vect tfpzq; z P Ωu.

Exercice 28. Soit 1 ă p ă 8. Montrer que E :“
 

x P `ppNq; x P `1 et
ř8

n“0 xn “ 0
(

est dense dans `ppNq.

Exercice 29. Montrer que E :“
 

f P L2pRq; f P L1 et
ş

R fptq dt “ 0
(

est dense
dans L2pRq.

Exercice 30. Soit X un espace de Banach complexe, et soit penqnPN une suite bornée
d’éléments de X tel que vect ten; n P Nu “ X. Pour tout λ P D :“ tz P C; |z| ă 1u,
on pose xλ :“

ř8

n“0 λ
nen. Justifier la définition, puis montrer que si Λ Ď D est un

ensemble possédant un point d’accumulation dans D, alors vecttxλ; λ P Λu est dense
dans X.

Exercice 31. Soit p P r1,8r, et soit D “ tz P C; |z| ă 1u. Pour λ P D, on note xλ
l’élément de `ppNq défini par xλ :“ pλnqnPN. Montrer que si Λ Ď D est un ensemble
possèdant un point d’accumulation dans D, alors Vect

 

xλ; λ P Λ
(

est dense dans
`ppNq. (Utiliser l’exercice 30, ou procéder directement).

Exercice 32. Soit I un intervalle compact de R. Pour a P CzI, on note fa P CpIq la
fonction définie par faptq :“ 1

a´t
¨
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(1) Soit M :“ supt|t|; t P Iu. Pour a vérifiant |a| ąM , développer faptq en série.

(2) Montrer que si A Ď CzI est un ensemble ou bien non borné, ou bien possèdant
un point d’accumulation dans CzDp0,Mq, alors Vect

 

fa; a P A
(

est dense
dans CpIq. (Utiliser l’exercice 30, ou procéder directement).

(3) Montrer que la conclusion de (2) est encore valable si on suppose seulement
que A possède un point d’accumulation dans CzI. (Utiliser l’Exercice 27.)

Exercice 33. Soit pαnqnPN une suite strictement croissante de réels positifs admet-
tant une limite finie, avec α0 “ 0. Le but de l’exercice est de montrer que l’espace
vectoriel engendré par les fonctions t ÞÑ tαn est dense dans Cpr0, 1sq.

(1) Soit Φ une forme linéaire continue sur Cpr0, 1sq. Pour z P C vérifiant Repzq ą
0, on pose GΦpzq :“ Φptzq, où tz est la fonction t ÞÑ tz (avec la convention
0z “ 0). On pose également GΦp0q :“ Φp1q.

(a) Montrer que si GΦpkq “ 0 pour tout k P N, alors Φ “ 0.

(b) On note U le demi-plan tRepzq ą 0u.

(i) Soit a P U . Pour t P r0, 1s, déterminer limzÑa
tz´ta

z´a
¨Montrer ensuite

que cette limite est uniforme par rapport à t P r0, 1s. (Penser par

exemple à l’inégalité des accroissements finis.)

(ii) Montrer que GΦ est holomorphe sur U .

(2) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 34. On note P Ď Cpr0, 1sq l’ensemble des fonctions polynomiales. Soient
t1, . . . , td P r0, 1s deux à deux distincts, et k1, . . . , kd P N˚. On pose

E :“
 

P P P ; @j P J1, dK : P pkjqptjq “ 0
(

.

(1) Soit K P N˚. Montrer que pour toute fonction f P CKpr0, 1sq et pour tout
ε ą 0, on peut trouver P P P tel que @k P t0, . . . , Ku : }P pkq ´ f pkq}8 ă ε.

(2) Déduire de (1) que pour tout j P J1, dK et pour tous A,α ą 0, on peut trouver
P P P vérifiant }P }8 ď 1, |P pkjqptjq| ą A et @i ‰ j : |P pkiqptiq| ă α.

(3) Soit Φ une forme linéaire sur Cpr0, 1sq vérifiant ΦpP q “ 0 pour tout P P E .

(a) Montrer qu’il existe λ1, . . . λd P K tels que

@P P P : ΦpP q “
d
ÿ

j“1

λjP
pkjqptjq .

(b) En déduire que si Φ ‰ 0, alors Φ n’est pas continue. (Utiliser (2)).

(4) Montrer que E est dense dans Cpr0, 1sq.
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Exercice 35. Pour α ă 1{2, on définit fα : s0, 1r Ñ R par fαptq :“ t´α. Montrer
que l’espace vectoriel engendré par les fonctions fα est dense dans L2ps0, 1rq.

Exercice 36. Soit E l’ensemble des fonctions f : RÑ C de la forme fptq “ P ptqe´t
2
,

où P est un polynôme. Justifier que E Ď L2pRq, puis montrer que E est dense dans
L2pRq.

Exercice 37. Soit pX, } ¨ }Xq un espace vectoriel normé, et soit C Ď X un ensemble

convexe tel que 0 P C̊. On note pC la fonctionnelle de Minkowski de C.

(1) Montrer que si C est borné et symétrique (´C “ C), alors pC est une norme
équivalente à la norme } ¨ }X .

(2) On suppose que C “ tx P X; Npxq ă 1u, où N est une norme sur X.
Déterminer pC dans ce cas.

Exercice 38. Soit pΩ,B,Pq un espace de probabilité, et soit X : Ω Ñ Rd une
variable aléatoire intégrable. Soit également C Ď Rd un ensemble convexe fermé. On
suppose que X est presque partout à valeurs dans C. Montrer que EpXq P C.

Exercice 39. Soit X un R-espace vectoriel, et soient φ1, . . . , φn des formes linéaires
sur X. Soient également α1, . . . , αn P R. On suppose que

@c1, . . . , cn P R :

˜

n
ÿ

k“1

ckφk “ 0

¸

ùñ

˜

n
ÿ

k“1

ckαk “ 0

¸

.

Montrer qu’il existe x P X tel que φkpxq “ αk pour k “ 1, . . . , n. (Il pourra être utile

de considérer l’application linéaire L : X Ñ Rn définie par Lpxq :“
`

φ1pxq, . . . , φnpxq
˘

.)

Exercice 40. Soit d P N˚, et soit P :“ tx P Rd; xi ě 0 pour i “ 1, . . . , du. Montrer

que si E Ď Rd est un sous-espace vectoriel tel que E X P “ t0u, alors EK X P̊ ‰ H.
En déduire que pour tout sous-espace vectoriel E Ď Rd tel que EXP “ t0u, on peut
trouver un hyperplan H tel que E Ď H et H X P “ t0u.

Exercice 41. Soit X un espace vectoriel normé réel, et soit C Ď X un ensemble
convexe fermé.

(1) Soit pϕiqiPI une famille de fonctions affines sur C, à valeurs réelles, telles que
supiPI ϕipxq ă 8 pour tout x P C. Montrer que la fonction φ :“ supiPI ϕi est
convexe.

(2) Soit φ : C Ñ R une fonction convexe continue.

(a) Montrer que K :“ tpx, tq P C ˆ R : φpxq ď tu est un convexe fermé de
X ˆ R.
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(b) Soit x0 P C. Montrer que pour tout r ă φpx0q, on peut trouver x˚ P X˚

et λ P R tels que

@x P C : xx˚, xy ` λφpxq ă xx˚, x0y ` λr .

En déduire qu’il existe une fonction affine continue ϕx0,r : C Ñ R telle
que ϕx0,r ď φ et ϕx0,rpx0q ą r.

(c) Montrer qu’il existe une famille de fonctions affines continues pϕiqiPI telle
que φ “ supiPI ϕi.

Exercice 42. (inégalité de Jensen)
Soit X une variable aléatoire intégrable à valeurs dans Rd. On suppose que X est
presque sûrement à valeurs dans un certain convexe fermé C Ď Rd. Montrer que si
φ : C Ñ R une fonction convexe telle que la v.a. φ ˝ f est intégrable, alors

φ
`

EpXq
˘

ď E
`

φpXq
˘

.

(On a EpXq P C d’après l’Exercice 38, donc φ
`

EpXq
˘

est bien défini. Pour l’inégalité,

utiliser l’Exercice 41.)

Exercice 43. (hyperplans d’appui)
Soit E un espace vectoriel normé réel, et soit C Ď E un convexe fermé. On dit qu’un
hyperplan (affine) fermé H Ď E est un hyperplan d’appui pour C en un point
a P BC si a P H et si C est entièrement contenu dans l’un des demi-espaces fermés
déterminés par H. (Faire un dessin.)

(1) Soit a P BC. Montrer que C possède un hyperplan d’appui au point a si et
seulement si il existe une forme linéaire continue non-nulle Φ P E˚ telle que
Φpaq ě Φpzq pour tout z P C.

(2) On suppose que C est d’intérieur non-vide dans E. Montrer que C “ C̊, puis
montrer que C possède un hyperplan d’appui en tout point a P BC. (Séparer

a de C̊).

Exercice 44. Soit C “
 

z “ pznqPN P `
1pNq; @n P N : zn ě 0

(

.

(1) Montrer que C est convexe, fermé et d’intérieur vide dans `1.

(2) Soit a “ panq P `
1 vérifiant an ą 0 pour tout n P N. Montrer que C ne possède

pas d’hyperplan d’appui au point a.

Exercice 45. Soit X un espace vectoriel normé, et soit C Ď X un ensemble convexe,
fermé et d’intérieur non-vide. Soit également f : C Ñ R une fonction convexe conti-
nue. Montrer que pour tout point x0 P C, il existe une forme linéaire continue x˚ P X˚

telle que
@x P C : fpxq ´ fpx0q ě xx

˚, x´ x0y .
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(Observer que rC :“ tpx, tq P C ˆ R; t ě fpxqu est d’intérieur non-vide dans X ˆ R, puis

utiliser l’exercice 43).

Exercice 46. Soient X un espace vectoriel normé réel et K un compact convexe de
X. Soient également f : K Ñ R et g : K Ñ R deux fonctions continues. On suppose
que f est convexe, que g est concave, et qu’on a gpxq ă fpxq pour tout x P K. Le
but de l’exercice est de montrer qu’il existe une fonction affine continue φ : K Ñ R
telle que g ă φ ă f . (Faire un dessin.)

(1) Montrer que les ensembles Cf :“ tpx, λq P K ˆ R; fpxq ď λ ď }f}8u et
Cg :“ tpy, µq P K ˆ R; ´}g}8 ď µ ď gpyqu sont des convexes compacts de
X ˆ R.

(2) Montrer qu’il existe z˚ P X˚, a P R et une constante c tels que

@x P K : xz˚, xy ` agpxq ă c ă xz˚, xy ` afpxq .

(3) Montrer que a ą 0, puis démontrer le résultat souhaité.

Exercice 47. Soit X un espace vectoriel normé réel, et soient A,B Ď X deux
ensembles convexes fermés. On suppose que A et B sont à distance strictement
positive, i.e distpA,Bq :“ inf t}v ´ u}; pu, vq P A ˆ Bu ą 0. Montrer qu’il existe
Φ P X˚ qui sépare strictement A et B. (Montrer qu’il existe un voisinage de 0 ouvert et

convexe V tel que AX pB ` V q “ H, et considérer l’ouvert convexe Ω :“ pB ` V q ´A.)

Exercice 48. Soit X un espace vectoriel normé de dimension finie, et soit A,B Ď

X deux ensembles convexes tels que A X B “ H. On ne fait pas d’hypothèse
supplémentaire sur A et B. Le but de l’exercice est de montrer qu’on peut quand
même “séparer au sens large” A et B par un hyperplan, i.e. qu’il existe une forme
linéaire (continue) x˚ P X˚ telle que inf

 

xx˚, uy; u P A
(

ě sup
 

xx˚, vy; v P A
(

.

(1) Dans cette question, on suppose que A “ t0u, et donc que 0 R B.

(a) Montrer qu’il existe une suite croissante pKnqnPN de convexes compacts
avec Kn Ď B pour tout n, telle que

Ť

nPNKn est dense dans B. (Utiliser

le fait que B est séparable.)

(b) Montrer que pour tout n P N, on peut trouver x˚n P X
˚ telle que }x˚n} “ 1

et @x P Kn : xx˚n, xy ď 0.

(c) Montrer qu’on peut séparer t0u et B par un hyperplan.

(2) Démontrer le résultat souhaité pour des convexes A et B quelconques.

Exercice 49. Soit X un espace vectoriel normé réel de dimension infinie.
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(1) Montrer qu’il existe des formes linéaires non continues sur X. (Soit penqnPN une

suite de vecteurs linéairement indépendants dans X, avec }en} “ 1. “Construire”

une forme linéaire Φ telle que Φpenq “ n pour tout n.)

(2) Soit Φ une forme linéaire non continue sur X. Montrer que pour tout α P K,
l’ensemble Hα :“ tx P X; Φpxq “ αu est dense dans X ; et en déduire que si
Ψ : X Ñ R est une forme linéaire continue, alors ΨpHαq “ R.

(3) Montrer qu’on peut touver deux convexes disjoints H,H 1 Ď X qui ne peuvent
pas être séparés (strictement) par un hyperplan fermé.

Exercice 50. Dans l’espace X :“ c0pNq ou `ppNq, 1 ď p ă 8, on considère

E :“
 

x P X; @i P N : x2i “ 0
(

et F :“
 

x P X; @i ě 1 : x2i “ 10´ix2i´1

(

.

(1) Montrer que E et F sont des sous-espaces fermés de X, que E `F est dense
dans X, et que E `F ‰ X. (Pour la dernière propriété, on pourra considérer le

point z P X défini par z2i :“ 10´i pour tout i ě 0et z2i´1 :“ 0 pour tout i ě 1.)

(2) Soit z P XzpE ` F q. Montrer que A :“ z ´ E et B :“ F sont des convexes
fermés de X tels que AXB “ H, mais qu’on ne peut pas séparer (strictement)
A et B par un hyperplan fermé.

Exercice 51. Dans tout l’exercice, X est un espace vectoriel normé réel, et K est
un compact convexe non vide de X. Enfin, f : K Ñ K est une application affine
continue. Le but de l’exercice est de montrer que f possède un point fixe.

(1) On pose ∆ :“
 

pu, uq; u P K
(

, et on note G le graphe de f . Montrer que ∆
et G sont des compacts convexes de X ˆX.

(2) Montrer que si Φ est une forme linéaire continue sur X ˆ X, alors on peut
trouver pφ1, φ2q P X

˚ ˆX˚ tel que

@pu, vq P X ˆX : Φpu, vq “ φ1puq ` φ2pvq .

(3) On suppose que f ne possède pas de point fixe.

(a) Montrer qu’il existe deux formes linéaires φ1, φ2 P X
˚ et deux nombres

réels α ă β tels que

@u, v P K : φ1puq ` φ2puq ď α ă β ď φ1pvq ` φ2pfpvqq

(b) Montrer qu’on a φ2pf
npxqq ´ φ2pxq ě npβ ´ αq pour tout x P K et pour

tout n P N˚. (Bien sûr, fn “ f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f .)

(4) Conclure.
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Exercice 52. (Théorème de Krein-Milman dans un evn)
Dans tout l’exercice, X est un espace vectoriel normé réel, et K est un compact
convexe non-vide de X. On dit qu’un point x P K est un point extrémal de K
si x ne peut pas s’écrire comme barycentre de deux points de K différents de x ;
autrement dit : si u, v P K et x P ru, vs, alors u “ x ou v “ x. Le but de l’exercice
est de montrer que K est l’enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux.

(0) Vérifier que le résultat est bien vrai lorsque K est un rectangle, un triangle
ou un disque dans le plan.

(1) On dit qu’un ensemble E Ď K est une partie extrémale de K s’il possède
la propriété suivante : si u, v P K et su, vr X E ‰ H, alors u P E et v P E.
On note E l’ensemble des parties extrémales de K compactes et non-vides.
Montrer que E contient un élément minimal pour l’inclusion.

(2) Montrer que si E est une partie extrémale de K et si φ : X Ñ R est une
forme linéaire continue, alors

Eφ :“
!

x P E; φpxq “ sup
E
φ
)

est une partie extrémale de K.

(3) Déduire de (1) et (2) que K possède au moins un point extrémal.

(4) Soit φ : X Ñ R une forme linéaire continue. Montrer que l’ensemble Kφ est
un compact convexe non-vide, et que tout point extrémal de Kφ est un point
extrémal de K.

(5) Soit K0 un compact convexe de K, avec K0 ‰ K. Montrer qu’il existe une
forme linéaire φ P X˚ telle que Kφ XK0 “ H.

(6) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 53. Soit d P N˚. En utilisant le Théorème de Krein-Milman (Exercice 52),
montrer que toute matrice A P MdpRq “ LpRdq vérifiant }A} ď 1 est combinaison
convexe de matrices orthogonales.

Exercice 54. (Banach-Steinhaus sans Baire)
Le but de l’exercice est de donner une preuve du théorème de Banach-Steinhaus
qui n’utilise pas le théorème de Baire. Soit donc pTiqiPI une famille d’application
linéaires continues d’un espace de Banach X dans un espace vectoriel normé Y . On
raisonne par l’absurde en supposant qu’on a supiPI }Tipxq} ă 8 pour tout x P X,
mais cependant supiPI }Ti} “ 8.

(1) Montrer que pour tout α ą 0 et pour tout A ă 8, on peut trouver x P X et
i P I tels que }x} ď α et }Tipxq} ą A.
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(2) Pour x P X, on pose Cpxq “ supiPI }Tipxq}. Montrer qu’on peut construire
par récurrence une suite pxnqnPN Ď X et une suite pinqnPN Ď I telles que les
propriétés suivantes soient vérifiées :

(i) }xn} ď 2´n pour tout n P N ;

(ii) }Tikpxnq} ď 2´n pour tout n et pour tout k ă n ;

(iii) }Tinpxnq} ą n` 1`
ř

kăn

Cpxkq pour tout n.

(3) On pose x “
ř8

l“0 xl. Justifier la définition, puis montrer que pour toutm P N,
on a }Timpxq} ą m.

(4) Conclure.

Exercice 55. Dans cet exercice, on note X l’espace vectoriel normé
`

Cpr0, 1sq, } ¨ }2
˘

.

(1) Pour c P C et 0 ď a ď b ď 1s, on note Φa,b,c : X Ñ C la forme linéaire définie

par Φa,b,cpfq :“ c
şb

a
fptq dt. Montrer que Φa,b,c est continue.

(2) Soient pcnq une suite de nombres complexes et panq, pbnq deux suites dans
r0, 1s. Pour n P N, on pose Φn :“ Φan,bn,cn .

(a) Montrer que la suite pΦnq est simplement bornée si et seulement si

sup
nPN

|cn| pbn ´ anq ă 8.

(b) Montrer que la suite pΦnq est bornée en norme si et seulement si

sup
nPN

|cn|
a

bn ´ an ă 8.

Exercice 56. Soient X un espace de Banach, Y un espace vectoriel normé, et pTnqnPN
une suite dans LpX, Y q. Montrer que la suite pTnq est bornée si et seulement si : pour
toute suite pxnq Ď X telle que xn Ñ 0, on a que Tnxn Ñ 0.

Exercice 57. Soit pΩ,B,mq un espace mesuré sigma-fini, et soit pφnqnPN une suite
dans L8pΩ,mq. On suppose que pour toute suite pfnq Ď L2pΩ,mq telle que }fn}2 Ñ 0,
on a que }φnfn}2 Ñ 0. Montrer que la suite pφnq est bornée dans L8pΩ,mq.

Exercice 58. Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit pTnqnPN une suite dans
LpX, Y q. Montrer que la suite pTnq est bornée si et seulement si : pour toute suite
pxnq Ď X telle que

ř8

n“0 }xn} ă 8, la série
ř

Tnxn est convergente

Exercice 59. Soit a “ panqnPN une suite de nombres complexes. On supose que a
vérifie la propriété suivante : pour toute suite x “ pxnq P c0, la série

ř

anxn est
convergente.
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(1) Pour N P N, on définit une forme linéaire ΦN : c0 Ñ C par ΦNpxq “
řN
n“0 anxn. Montrer que ΦN est continue et calculer }ΦN}.

(2) Montrer que a P `1.

Exercice 60. Soit a “ panqnPN une suite de nombres complexes, et soit 1 ď p ă 8.
On supose que pour toute suite x “ pxnq P `p, la série

ř

anxn est convergente.
Montrer que a P `q, où q est l’exposant conjugué de p.

Exercice 61. Soit X un espace de Banach, et soit px˚nqnPN une suite dans X˚.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute suite pxnq Ď X telle que xn Ñ 0, la série
ř

xx˚n, xny est conver-
gente ;

(ii)
8
ř

n“0

}x˚n} ă 8.

(Pour une implication, on pourra considérer l’espace de Banach c0pN, Xq et les formes

linéaires ΦN P
`

c0pN, Xq
˘˚

définies par ΦN pxq :“
řN
n“0 xx

˚
n, xny.)

Exercice 62. Soit X un espace de Banach, et soit px˚nqnPN une suite dans X˚. Soit
également 1 ă p ă 8, et soit q l’exposant conjugué. Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute suite pxnq Ď X telle que
ř8

n“0 }xn}
p ă 8, la série

ř

xx˚n, xny est
convergente ;

(ii)
8
ř

n“0

}x˚n}
q ă 8.

Exercice 63. Soit X un espace de Banach, et soit px˚nqnPN une suite dans X˚. On
suppose qu’il existe r ą 0 et une suite pεnq Ď R` tendant vers 0 tels que la chose
suivante ait lieu : pour tout x P Bp0, rq, il existe une constante Cx ă 8 telle que
@n P N : xx˚n, xy ď εn }x

˚
n} ` Cx. Montrer que la suite px˚nq est bornée.

Exercice 64. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, et soit T : X Ñ Y une
application linéaire. On suppose que pour toute y˚ P Y ˚, l’application x ÞÑ xy˚, Txy
est continue.

(1) Pour tout x P X, on note Φx : Y ˚ Ñ K la forme linéaire définie par Φxpy
˚q “

xy˚, T pxqy. Montrer que les Φx sont continues et que pour tout y˚ P Y ˚ fixé,
on a supxPBX

|Φxpy
˚q| ă 8.

(2) Montrer que T est continue.
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Exercice 65. Soit H un espace de Hilbert, et soit T : H Ñ H une application
linéaire. On suppose que pour tout y P H, l’application x ÞÑ xTx, yy est continue.
Montrer que T est continue.

Exercice 66. Soient K un espace métrique compact, X est un espace de Banach et
L : X Ñ CpKq une application linéaire. On suppose que pour tout t P K, l’application
x ÞÑ pLxqptq est continue. Montrer que L est continue.

Exercice 67. Soient pE, dq un espace métrique, X un espace vectoriel normé et
f : E Ñ X. On suppose que pour toute forme linéaire continue x˚ P X˚, l’application
t ÞÑ xx˚, fptqy est lipschitzienne. Montrer que f est lipschitzienne.

Exercice 68. Soient X, Y, Z des espace vectoriel normé. On dit qu’une application
B : X ˆ Y Ñ Z est séparément continue si pour tout u P X fixé, l’application
v ÞÑ Bpu, vq est continue, et pour tout v P Y fixé, l’application u ÞÑ Bpu, vq est
continue.

(1) Dans cette question, on suppose que X est complet. Soit B : XˆY Ñ Z une
application bilinéaire et séparément continue.

(a) Pour tout v P Y , on note Bv P LpX,Zq l’application linéaire définie par
Bvpuq :“ Bpu, vq. Montrer que la famille tBv; }v} ď 1u est bornée dans
LpX,Zq.

(b) Montrer que B est continue.

(2) Dans cette question, on prend X :“ Cpr0, 1sq “ Y , muni de la norme L1. Soit
B : Cpr0, 1sq ˆ Cpr0, 1sq Ñ R la forme bilinéaire définie par

Bpu, vq :“

ż 1

0

uptqvptq dt.

(a) Montrer que B est séparément continue.

(b) Pour n P N, on note un P Cpr0, 1sq la fonction t ÞÑ tn. Calculer Bpun, unq
et }un}. Que peut-on en déduire ?

Exercice 69. Soit Ω un ouvert de C et soit f : Ω Ñ X, où X est un espace de
Banach complexe. On suppose que la fonction f est faiblement holomorphe, ce
qui signifie que x˚ ˝ f est holomorphe pour toute x˚ P X˚. Le but de l’exercice est
de montrer que f est holomorphe.

(1) Soit D Ď C un disque ouvert tel que D Ď Ω. Montrer que pour toute x˚ P X˚,
la fonction x˚ ˝ f est lipschitzienne sur D.

(2) Déduire de (1) que la fonction f est continue.
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(3) Montrer que si D est un disque ouvert tel que D Ď Ω, alors

@z P D : fpzq “
1

2iπ

ż

BD

fpξq

ξ ´ z
dξ.

(L’intégrale curviligne “vectorielle” du 2ème membre est bien définie grâce à (2).)

(4) Conclure.

Exercice 70. (matrices de sommation)

On dira qu’une matrice infinie
`

ci,j
˘

i,jPN à coefficients complexes est une bonne ma-

trice de sommation si elle vérifie la propriété suivante : pour toute suite numérique
pxjq admettant une limite l, toutes les séries

ř

ci,j xj convergent, et lim
iÑ8

ř8

0 ci,j xj “ l.

(1) Soit pci,jqi,jPN une matrice vérifiant les conditions suivantes (qu’on appelle
conditions de Toeplitz) :

(a) sup
iPN

8
ř

j“0

|ci,j| ă 8 ;

(b) lim
iÑ8

8
ř

j“0

ci,j “ 1 ;

(c) lim
iÑ8

ci,j “ 0 pour tout j P N.

Montrer que pci,jq est une bonne matrice de sommation.

(2) Montrer que (1) permet de retrouver le théorème de Cesàro et le théorème
d’Abel sur les séries entières.

(3) Montrer que toute bonne matrice de sommation vérifie (a), (b), (c).

Exercice 71. (une série de Fourier divergente)
Dans cet exercice, on donne un exemple explicite de fonction dont la série de Fourier
diverge en 0.

(1) Pour u, v ą 0, on pose

Kpu, vq “
1

π

ż π

0

sinpuθq sinpvθq

sinpθ{2q
dθ .

Montrer qu’il existe des constantes a ą 0 et b ă 8 telles que

|Kpu, vq| ď b logpuq pour 2 ď u ď v,

Kpu, uq ě a logpuq pour tout u ě 2.

(2) On définit f : RÑ R par

fpθq “
8
ÿ

k“1

pk!q´1{2 sin
“

p2k!
` 1{2q|θ|

‰

.
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(a) Vérifier que f P C2π.

(b) Pour n P N, exprimer S2n!fp0q à l’aide de la fonction K.

(c) Montrer que la série de Fourier de f diverge en 0.

Exercice 72. (interpolation de Lagrange)

Pour n P N, on note Pn Ď Cpr0, 1sq l’ensemble des fonctions polynomiales de degré

inférieur ou égal à n, à coefficients dans K “ R ou C. Si n ě 1, on pose x
pnq
i :“ i

n
pour i “ 0, . . . , n ; et pour f P Cpr0, 1sq, on note πnf le polynôme d’interpolation

de Lagrange pour f aux points x
pnq
0 , . . . , x

pnq
n , i.e. l’unique P P Pn tel que P px

pnq
i q “

fpx
pnq
i q pour i “ 0, . . . , n.

(1) Montrer que l’application πn : Cpr0, 1sq Ñ Pn est une projection.

(2) Soit n P N. Pour i P t0, . . . , nu, on définit lni P Pn par la formule

lni pxq “
ź

j‰i

x´ x
pnq
j

x
pnq
i ´ x

pnq
j

¨

(a) Vérifier que si f P Cpr0, 1sq, alors πnf “
řn
i“0 fpx

pnq
i q l

pnq
i .

(b) En déduire que la projection πn est continue.

(c) On pose λnpxq :“
řn
i“0 |l

pnq
i pxq|, et Λn :“ }λn}8. Calculer }πn} en fonc-

tion de Λn.

(3) Montrer que si n P N˚, alors
śn

j“0 |
1
2
´ j| ě 1

4
pn ´ 1q!. En déduire que pour

tout i P t0, . . . , nu, on a |l
pnq
i p

1
2n
q| ě 1

4n2

`

n
i

˘

, puis montrer que Λn Ñ 8 quand
nÑ 8.

(4) Est-il vrai que pour toute fonction f P Cpr0, 1sq, la suite pπnfq converge
uniformément vers f ?

Exercice 73. On garde les notations de l’Exercice 72.

(1) Montrer que si f P Cpr0, 1sq, alors

@n P N : }f ´ πnpfq|}8 ď p1` Λnq distpf,Pnq.

(2) On admet qu’on a Λn ď 2n pour tout n P N. Montrer que si f P Cpr0, 1sq est
la somme d’une série entière de rayon de convergence R ą 2, alors la suite
pπnfq converge uniformément vers f .

Exercice 74. (quotients de `1)

(1) Soit X un espace de Banach. Montrer que pour toute suite bornée pznq Ď X,
il existe un opérateur borné T : `1pNq Ñ X tel que @n P N : Ten “ zn, où
penqnPN la “base canonique” de `1pNq.
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(2) On suppose que l’espace de Banach X est séparable. Déduire de (1) que X
est un quotient de `1pNq ; autrement dit, qu’il existe une surjection linéaire
continue de `1pNq sur X.

Exercice 75. (Théorème d’extension de Tietze)

Soit pM,dq un espace métrique, et soit K un fermé de M . Le but de l’exercice est
de démontrer le résultat suivant : pour toute fonction continue bornée ϕ : K Ñ R, il
existe une fonction continue bornée f : M Ñ R telle que f|K “ ϕ.

(1) On note CbpMq l’espace des fonctions continues bornées sur M (à valeurs
réelles), muni de la norme } ¨ }8, et on définit de même l’espace CbpKq. Enfin,
on note R : CbpEq Ñ CbpKq l’opérateur de restriction, Rf :“ f|K . Comment
s’exprime le résultat à démontrer en termes de l’opérateur R ?

(2) Montrer que si K0 et K1 sont des fermés de M vérifiant K0 XK1 “ H, alors
il existe une fonction continue χ : M Ñ r0, 1s telle que χ ” 0 sur K0 et χ ” 1
sur K1.

(3) En déduire que si ϕ : K Ñ R est continue, alors il existe une fonction continue
f : M Ñ r´1, 1s telle que

fpxq “

$

&

%

1 si x P K et ϕpxq ě 2{3
0 si x P K et ´ 1{3 ď ϕpxq ď 1{3
´1 si x P K et ϕpxq ď ´2{3

Montrer que si ϕ est à valeurs dans r´1, 1s, alors |fpxq ´ ϕpxq| ď 2{3 pour
tout x P K.

(4) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 76. Soit pXnqnPN une suite d’espaces de Banach, soit Y un espace de
Banach, et pour tout n P N, soit Tn P LpXn, Y q. On suppose qu’on a

Ť

nPN ImpTnq “
Y . Montrer que l’un au moins des opérateurs Tn est surjectif.

Exercice 77. Soient X et Y des espaces de Banach, et soit T P LpX, Y q un opérateur
surjectif. Montrer que si A est une partie quelconque de X, alors T pAq est fermé dans
Y si et seulement si A ` kerpT q est fermé dans X. En déduire que si kerpT q est de
dimension finie, alors T pEq est fermé dans Y pour tout sous-espace (vectoriel) fermé
E Ď X.

Exercice 78. Soit X un espace de Banach. Montrer que si T : X Ñ `1pNq est un
opérateur surjectif, alors T possède un inverse à droite, i.e. il existe un opérateur
S P Lp`1pNq, Xq tel que TS “ I.
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Exercice 79. Soient X et Y des espaces de Banach, et soit T P LpX, Y q. Montrer
que T est à image fermée si et seulement si il existe une constante c ą 0 telle que
@x P X : }Tx} ě c dist

`

x, kerpT q
˘

.

Exercice 80. Soient X1, X2 et Y des espaces de Banach, T1 P LpX1, Y q et T2 P

LpX2, Y q. On suppose que Y “ ImpT1q‘ ImpT2q. Montrer que T1 et T2 sont à images
fermées. (Utiliser l’Exercice 79.)

Exercice 81. Soit X un espace de Banach, et soient E et F deux sous-espaces fermés
de X. On suppose qu’il existe une constante c ą 0 telle que @x P E : distpx, F q ě
c distpx,E X F q. Montrer que E ` F est fermé dans X.

Exercice 82. Soient pX, } ¨ }Xq et pY, } ¨ }Y q deux espaces de Banach, et soit T P
LpX, Y q tel que ImpT q est fermé dans X et dim kerpT q ă 8. Soit également ~ ¨ ~
une autre norme sur X, qu’on suppose dominée par } ¨ }X , i.e. ~ ¨ ~ ďM } ¨ }X pour
une certaine constante M ă 8. Montrer qu’il existe une constante C ă 8 telle que

@x P X : }x}X ď C
`

}Tx}Y ` ~x~
˘

.

(Le plus simple est probablement de raisonner par l’absurde.)

Exercice 83. (non-surjectivité de Fourier, directement)
Dans cet exercice, on veut montrer par un argument direct que la transformation de
Fourier F : L1pRq Ñ C0pRq n’est pas surjective.

(1) Montrer que si f est une fonction impaire intégrable sur R, alors pfpxq “

´2i
ş8

0
sinp2πtxqfptq dt pour tout x P R. En déduire que

şX

1

pfpxq
x
dx admet une

limite quand X Ñ 8.

(2) Montrer que si f P L1pRq et si pf est impaire, alors f est impaire.

(3) Donner un exemple explicite de fonction g P C0pRq qui n’est pas dans l’image
de F .

Exercice 84. Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit T : X Ñ Y linéaire
continue. On suppose que ImpT q est complémenté dans Y , autrement dit qu’il existe
un sous-espace fermé E Ď Y tel que Y “ E ‘ ImpT q.

(1) En utilisant convenablement le théorème de l’image ouverte, montrer qu’il
existe une constante C telle que la propriété suivante ait lieu : pour tout
y P ImpT q, il existe x P X tel que T pxq “ y et }x} ď C }y}. (Considérer

l’application L : X ˆ E Ñ Y définie par Lpx, fq :“ f ` T pxq.)

(2) En déduire que toute série normalement convergente à termes dans ImpT q
converge dans ImpT q.
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(3) Conclure que ImpT q est fermé dans Y .

Exercice 85. (bases de Schauder)
SoitpX, } ¨ }q un espace de Banach sur K “ R ou C. On dit qu’une suite peiqiPN Ď X
d’éléments de X est une base de Schauder pour X si, pour tout x P X, il existe

une unique suite pxiq P KN telle que x “
8
ř

i“0

xiei, où la série converge dans X. Dans

tout l’exercice, on fixe une base de Schauder peiq pour X.

(1) Pour n P N, on définit une application linéaire πn : X Ñ X par

πn

˜

8
ÿ

i“0

xiei

¸

“

n
ÿ

i“0

xiei .

Montrer que les πn sont des projections.

(2) Pour x P X, on pose ~x~ “ supnPN }πnpxq}.

(a) Montrer que ~ ¨ ~ est une norme sur X.

(b) Soit pxkqkPN Ď X une suite de Cauchy pour la norme ~ ¨ ~. Montrer
que pour tout n P N, la suite pπnpxkqqkPN converge (au sens de la norme
originelle de X) vers un point zn P X, et que la suite pznq converge vers
un point x P X. Montrer ensuite que si n ď m, alors πnpzmq “ zn, puis
que πnpxq “ zn pour tout n P N.

(c) Montrer que l’espace pX,~ ¨ ~q est complet.

(d) Montrer que ~ ¨ ~ est équivalente à la norme originelle de X.

(3) Conclure que toutes les projections πn sont continues, et qu’on a

sup
nPN

}πn} ă 8 .

Exercice 86. SoitX :“ c0pNq ou `ppNq, 1 ď p ă 8. Montrer que la “base canonique”
de X est une base de Schauder de X.

Exercice 87. Soient X et Y deux espaces de Banach. On suppose que Y possède
une base de Schauder. Montrer que tout opérateur compact T : X Ñ Y est limite
d’une suite d’opérateurs de rangs finis.

Exercice 88. Soit X un espace de Banach. On suppose qu’il existe une suite de
projections continue πn : X Ñ X vérifiant les propriétés suivantes :

(i) πn est de rang n` 1 pour tout n P N ;
(ii) πn`1πn “ πn “ πnπn`1 ;
(iii) πnxÑ x pour tout x P X.
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(1) Montrer que Impπnq X kerpπn´1q est de dimension 1 pour tout n ě 1.

(2) Montrer que X possède une base de Schauder. (Choisir un vecteur non-nul

e0 P Impπ0q et, pour tout n ě 1, un vecteur non-nul en P Impπnq X kerpπn´1q.)

Exercice 89. Le but de cet exercice est de montrer que l’espace de Banach X :“
Cpr0, 1s,Rq possède une base de Schauder.

(1) Soient t0, . . . , tn P r0, 1r deux à deux distincts, avec t0 “ 0. Pour f P X, on
note πpfq l’unique fonction continue interpolant f aux points t0, . . . , tn, 1 et
affine par morceaux avec “noeuds” 0 “ t0, . . . , tn, 1. Montrer que π : X Ñ X
est une projection linéaire continue et calculer }π}.

(2) Conclure en utilisant l’Exercice 88.

Exercice 90. Soient X et Y deux espaces métriques, et soit f : X Ñ Y . Montrer
que si le graphe de f est compact, alors f est continue.

Exercice 91. Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, et soit T : X Ñ Y une
application linéaire. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le graphe de T est fermé dans X ˆ Y .
(ii) Pour toute suite pxnq Ď X convergeant vers 0 telle que la suite pTxnq est

convergente, on a limnÑ8 T pxnq “ 0.

Exercice 92. Déduire le Théorème d’isomorphisme de Banach du Théorème du
graphe fermé.

Exercice 93. Soit J : pCpr0, 1sq, } ¨ }L1q Ñ Cpr0, 1s, } ¨ }8q l’application linéaire
définie par Jpfq “ f . L’application J est-elle continue ? Le graphe de J est-il fermé ?

Exercice 94. Soit X un espace de Banach, et soit p : X Ñ X une projection, i.e.
une application linéaire telle que p2 “ p. Montrer que p est continue si et seulement
si kerppq et Imppq sont fermés dans X.

Exercice 95. Soit H un espace de Hilbert, et soit T : H Ñ H une application
linéaire. On suppose qu’on a xT pxq, xy ě 0 pour tout x P H.

(1) Soit pznq une suite de points de H vérifiant limnÑ8 zn “ 0. On suppose que
la suite pT pznqq converge vers un point l P H.

(a) Montrer qu’on a xl, hy ` xT phq, hy ě 0 pour tout h P H.

(b) En déduire que l “ 0. (Remplacer h par εh, avec ε ą 0).

(2) Montrer que l’application linéaire T est continue.
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Exercice 96. Soit pΩ,B,mq un espace mesuré, et soit pfnqnPN une suite dans L1pΩ,mq.
On suppose que pour presque tout x P Ω, on a supnPN |fnpxq| ă 8, et que pour tout
a P `1pNq, la fonction

ř8

n“0 anfn appartient à L1pΩ,mq. En utilisant convenablement
le théorème du graphe fermé, montrer que la suite pfnq est bornée dans L1.

Exercice 97. Soit E un sous-espace fermé de Cpr0, 1qq. On suppose que toutes les
fonctions f P E sont de classe C1.

(1) Soit T : E Ñ Cpr0, 1sq l’application linéaire définie par T pfq :“ f 1. Montrer
que T est continue.

(2) On note BE la boule unité fermée de E. Montrer qu’il existe une constante
C ă 8 telle que toutes les fonctions de BE sont C-lipschitziennes.

(3) Montrer que E est de dimension finie. (Utiliser les théorèmes de Riesz et Ascoli).

Exercice 98. Soit pΩ,B, µq un espace mesuré. On suppose que la mesure µ est
sigma-finie, et qu’on a L2pµq Ď L1pµq. Montrer qu’il existe une constante C ă 8

telle que }f}L1 ď C }f}L2 pour toute f P L2pµq ; et en déduire que la mesure µ est
finie.

Exercice 99. Soit pΩ,B, µq un espace mesuré, avec µ finie. Soit également E un
sous-espace fermé de L2pΩ, µ,Rq. On suppose que toutes les fonctions de E sont
(essentiellement) bornées, i.e. E Ď L8pΩ, µq. Le but de l’exercice est de montrer que
E est de dimension finie.

(1) Montrer qu’il existe une constante C ă 8 telle que

@f P E : }f}8 ď C }f}2.

(2) En utilisant la majoration }f}22 ď }f}8 ˆ }f}1 (à justifier), montrer que

@f P E : }f}2 ď C }f}1 .

(3) Soient f1, . . . , fN P E deux à deux orthogonales et vérifiant }fi}2 “ 1 pour
tout i.

(a) En utilisant (1), montrer que si on fixe pε1, . . . , εNq P t´1, 1uN alors,
pour presque tout t P Ω, on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

i“1

εifiptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C
?
N .

(b) En déduire que pour presque tout t P Ω, on a
N
ř

i“1

|fiptq| ď C
?
N .

(c) Montrer qu’on a N ď C4µpΩq2. (Intégrer (b) et utiliser (2)).
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(4) Conclure.

Exercice 100. Soit X un espace vectoriel normé, et soit pxnqnPN une suite de points
de X. On suppose que @x˚ P X˚ :

ř8

n“0 |xx
˚, xny| ă 8. Montrer qu’il existe une

constante C telle que @x˚ P X˚ :
ř8

n“0 |xx
˚, xny| ď C }x˚}.

Exercice 101. (Lemme de Zabrejko)
Soit X un espace de Banach, et soit p : X Ñ R` une semi-norme sur X. On suppose
que p possède la propriété suivante : pour toute suite pxkqkPN Ď X telle que la série
ř

xk converge dans X, on a

p

˜

8
ÿ

k“0

xk

¸

ď

8
ÿ

k“0

ppxkq.

Le but de l’exercice est de montrer que p est continue ; autrement dit, qu’il existe
une constante C ă 8 telle que @x P X : ppxq ď C }x}.

(1) Pour n P N, on pose Qn :“ tx P X; ppxq ď nu. Montrer qu’il existe N P N
tel que Bp0, 1q Ď QN .

(2) Soit x P Bp0, 1q. Montrer qu’il existe une suite pxkqkě0 Ď QN X Bp0, 1q telle
que

@n P N :

›

›

›

›

›

x´

˜

n
ÿ

k“0

2´kxk

¸
›

›

›

›

›

ă 2´n´1.

(3) Montre que @x P Bp0, 1q : ppxq ď 2N , et conclure.

Exercice 102. Démontrer le Théorème de Banach-Steinhaus en utilisant le Lemme
de Zabrejko. (Poser ppxq :“ supiPI }Tix}.)

Exercice 103. Démontrer le Théorème du graphe fermé en utilisant le Lemme de
Zabrejko. (Poser ppxq :“ }Tx}.)

Exercice 104. Soit `8 :“ `8pN,Rq et c0 :“ c0pN,Rq. Le but de l’exercice est de
montrer que c0 n’est pas complémenté dans `8, autrement dit qu’il n’existe pas de
sous-espace fermé F Ď `8 tel que `8 “ c0 ‘ F .

(1) Montrer que si pfiqiPI est une famille non dénombrable d’éléments de `8, avec
fi ‰ 0 pour tout i P I, alors l’ensemble

 
ř

iPJ fi; J P Pf pIq
(

n’est pas borné
dans `8. (Commencer par montrer qu’il existe n P N et ε ą 0 tels que l’ensemble

ti P I; |fipnq| ě εu est non dénombrable.)
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(2) Montrer qu’il existe une famille non dénombrable pAiqiPI de parties de N
vérifiant les propriétés suivantes : tous les ensembles Ai sont infinis, et Ai X
Aj est fini si i ‰ j. (Pour x P R, on pourra considérer un ensemble du type

Ax :“ trnpxq; n P Nu, où prnpxqq est une suite strictement croissante de rationnels

tendant vers x.)

(3) Avec les notations de (2), montrer que pour tout ensemble fini J Ď I, on a

1Ť

iPJ Ai
´
ÿ

iPJ

1Ai
P c0.

(4) Soit p : `8c0 une projection de l8 sur c0, i.e. une application linéaire telle
que ppxq “ x pour tout x P c0, et soit q :“ I ´ p. En utilisant (3) et (1) avec
fi :“ qp1Ai

q, montrer que q n’est pas continue.

(5) Conclure.


