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L2, SSF

Examen du 17 Juin 2019
Durée : 3h

Cet examen est constitué uniquement de “questions de cours”

Soit (f,,) une suite de fonctions (a valeurs complexes) définies sur un intervalle
fermé [a,b]. On suppose que la suite (f,,) converge simplement sur [a, b] vers
une fonction f : [a,b] — C, et que la convergence est uniforme sur l'intervalle
ouvert |a, b[. Montrer que la convergence est uniforme sur [a, b].

Pour n € N*, on note f, : [0, 1] — R la fonction définie par f, () := tY". Mon-
trer que la suite (f,) converge simplement sur [0, 1], mais que la convergence
n’est pas uniforme.

Soit I C R un intervalle compact, et soit a : I — C une fonction continue.
On suppose qu’on a |a(t)| < 1 pour tout ¢ € I. Montrer que la série Y a(t)"
converge normalement sur I.

Soit (fy)nen une suite de fonctions a valeurs complexes définies sur [0, ool.
On suppose qu’on a lim, . fn(z) = 8 pour tout n € N, et que la suite (f,)
converge uniformément vers une fonction f : [0, 00[ — C. Montrer que f(z)
tend vers 8 quand x — oo.

Soit aw > 2. Montrer que f(t) := Slli(:atg est bien défini pour tout ¢ > 0, et
n=0

que la fonction f est de classe C! sur |0, oo].

Soit I un ensemble non vide. On note ¢>°(I) 'espace vectoriel constitué par
toutes les fonctions bornées f : I — C. Montrer que ¢>°(I) est complet pour
la norme || - ||co-

Soit E un espace vectoriel normé complet, et soit (z)ken une suite de points
de E. On suppose que la série Y ||zx|| est convergente. Montrer que la série
> xp converge dans F.

Déterminer les rayons de convergence des séries entieres
3n

Y= 2(3 + 42')2”71”5/62'" et Yo = Z o

n>1 n>1 (3”)'



(9) Montrer que f(z) := = est développable en série entiere sur |—7/4,7/4] et
déterminer son développement. En déduire le développement en série entiere
de g(z) := m-
(10) Soit ¢ : [0,6] — (C une fonction continue. Montrer que la fonction f : R — C
définie par f(x fo t) dt est developpable en série entiere sur R.

(11) Montrer que la fonction f définie par f(x fo log(1+t*) dt est développable
en série entiere sur |—1, 1], et determlner son développement.

(12) Soient ag,a; € R. Montrer que I'équation différentielle (1+22)y" (x)—2y(z) =
0 possede une unique solution f développable en série entiere sur | — 1,1] et
vérifiant f(0) = ag et f'(0) = ay.

n . sin( (2n L

(13) Soit n € N. Montrer que pour tout t € R\ 27Z, on a et = ((2—t1)2)

sin =
k=—n 2

(14) Calculer les coefficients de Fourier de la fonction 27-périodique f telle que
f(t) =t pour t € [—m,7[, et en déduire la valeur de S := " &
=1
(15) Soit f la fonction 27-périodique telle que f(t) = e' pour t € [—7, w[. Montrer

que pour tout n € Z, on a ¢,(f) = sh(m) (=D".

— - et en déduire la formule

oo

1 1
= = (wcoth(r) — 1).
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