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Questions de cours.

(1) Soit pfnqnPN une suite de fonctions à valeurs complexes définies sur r0,8r.
On suppose qu’on a limxÑ8 fnpxq “ 6 pour tout n P N, et que la suite pfnq
converge uniformément vers une fonction f : r0,8rÑ C. Montrer que fpxq
tend vers 6 quand xÑ 8.

(2) Soit α ą 3{2. Montrer que fptq :“
8
ř

n“0

cosp
?
n tq

1`nαt
est bien défini pour tout t ą 0,

et que la fonction f est de classe C 1 sur s0,8r.
(3) Montrer que tout espace métrique compact est complet.
(4) Soit E un espace vectoriel normé complet, et soit pxkqkPN une suite de points

de E. On suppose qu’on a }xk`1 ´ xk} ď 2´k pour tout k P N. Montrer que
la suite pxkq converge dans E.

(5) Déterminer les rayons de convergence des séries entières

Σ1 :“
ÿ

ně1

p1` iq3nnn
5{8

zn et Σ2 :“
ÿ

ně1

n2n23n sinp 1
n
q

pn!q2
zn.

(6) Montrer que fpxq :“ 1
5`3x

est développable en série entière sur s´5{3, 5{3r et
déterminer son développement. En déduire le développement en série entière
de gpxq :“ 1

p5`3xq3
¨

(7) Soit a vérifiant 0 ă a ă π. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction
2π-périodique f telle que fptq “ 1 sur s´a, ar et fptq “ 0 sur r´π,´asYra, πs;
et en déduire les valeurs des sommes

S1 :“
8
ÿ

n“1

sinpnaq

n
et S2 :“

8
ÿ

n“1

sin2pnaq

n2
¨

(8) Soit f la fonction 2π-périodique telle que fptq “ et pour t P r´π, πr. Montrer
que pour tout n P Z, on a cnpfq “ shpπq

π
p´1qn

1´in
; et en déduire la formule

8
ÿ

n“1

1

n2 ` 1
“

1

2

`

πcothpπq ´ 1
˘

.
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Exercice 1. Soit pfnq une suite de fonctions définies sur r0, 1s. On suppose que toutes
les fonctions fn sont C-lipschitziennes pour une certaine constante C (indépendante
de n), et que la suite pfnq converge simplement vers 0. Le but de l’exercice est de
montrer que la convergence est en fait uniforme.

(1) Justifier que pour tout ε ą 0 et pour tout K P N˚, on peut trouver un entier
N “ Nε,K tel que @n ě N @k P J0, KK :

ˇ

ˇ

ˇ
fn
`

k
K

˘

ˇ

ˇ

ˇ
ď ε.

(2) Soit K P N˚. Montrer que pour tout x P r0, 1s, on peut trouver un entier
kx P J0, KK tel que @n P N :

ˇ

ˇ

ˇ
fnpxq ´ fn

`

kx
K

˘

ˇ

ˇ

ˇ
ď C

K
¨

(3) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 2. Le but de l’exercice est d’établir la formule suivante :
8
ÿ

n“1

1

nn
“

ż 1

0

dx

xx
¨

(1) Pour k, p P N, on pose Ik,p :“
ş1

0
xk logpxqpdx. Justifier l’existence de Ik,p,

trouver une relation entre Ik,p et Ik,p´1 si p ě 1, puis calculer Ik,k pour tout
k P N.

(2) Soit f : r0, 1s Ñ R définie par fp0q :“ 0 et fpxq :“ ´x logpxq pour 0 ă x ď 1.
Montrer que la fonction f est bornée sur r0, 1s. Que peut-on en déduire pour
la série

ř fpxqk

k!
?

(3) Démontrer la formule souhaitée.

Exercice 3. Le but de l’exercice est de calculer la somme

S :“
ÿ

ně1

p´1qn`1

np2n` 1q
¨

(1) Justifier que S est bien définie.
(2) Pour x P s ´ 1, 1r, on pose fpxq :“

ř

ně1

p´1qn`1

np2n`1q
x2n`1.

(a) Justifier la définition, puis montrer que f est de classe C 1 et calculer
f 1pxq pour tout x P s´1, 1r.

(b) Calculer fpxq pour tout x P s´1, 1r.
(3) Calculer S.


