L2 SSF

Examen du 10 Mai 2019
Durée : 3h

Questions de cours.

(1) Soit (fy)nen une suite de fonctions a valeurs complexes définies sur [0, oof.
On suppose qu’on a lim,_,, f,(z) = 6 pour tout n € N, et que la suite (f,)
converge uniformément vers une fonction f : [0,0[— C. Montrer que f(z)

tend vers 6 quand x — 0.
o0

(2) Soit aw > 3/2. Montrer que f(t) := >; % est bien défini pour tout t > 0,
n=0

et que la fonction f est de classe € sur |0, oo].
(3) Montrer que tout espace métrique compact est complet.

(4) Soit E un espace vectoriel normé complet, et soit (zx)keny une suite de points
de E. On suppose qu'on a |zgy1 — 21| < 27% pour tout k£ € N. Montrer que
la suite (xy) converge dans E.

(5) Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres
n2n23" gin(1)
n

Y= 2(1 + i)3"n”5/82” et 2= Z —— "

n=1 n=1 (n‘)2

(6) Montrer que f(z) := ﬁ est développable en série entiére sur |—5/3,5/3[ et

déterminer son développement. En déduire le développement en série entiére
Y p——

(7) Soit a vérifiant 0 < a < w. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction
2m-périodique f telle que f(t) = 1 sur |—a,al et f(t) = 0 sur [—7, —a]U]a, 7];
et en déduire les valeurs des sommes

S - i sin(na) of S, = i sin;(;m).
n=1

n=1 n

(8) Soit f la fonction 27-périodique telle que f(t) = €' pour t € [—m, 7[. Montrer

que pour tout n € Z, on a ¢,(f) = w %; et en déduire la formule
e}
1 1
Z 13 (meoth(m) — 1).

n=1



2

Exercice 1. Soit ( f,,) une suite de fonctions définies sur [0, 1]. On suppose que toutes
les fonctions f,, sont C-lipschitziennes pour une certaine constante C' (indépendante

de n), et que la suite (f,,) converge simplement vers 0. Le but de l'exercice est de
montrer que la convergence est en fait uniforme.

(1) Justifier que pour tout € > 0 et pour tout K € N* on peut trouver un entier
N =N.g tel que Vn > NVke [0,K] : |f.(£)| <e
(2) Soit K € N*. Montrer que pour tout x € [0,1], on peut trouver un entier
k. € [0, K] tel que Vne N : ‘n — () <&

(3) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 2. Le but de 'exercice est d’établir la formule suivante :

DEE

(1) Pour k,p € N, on pose [, := So 2*log(x)Pdz. Justifier 'existence de Iy,
trouver une relation entre I, et I ,—; si p > 1, puis calculer I, pour tout
ke N.

(2) Soit f:[0,1] — R définie par f(0) := 0 et f(z) := —zxlog(z) pour 0 < z < 1.
Montrer que la fonction f est bornée sur [0, 1]. Que peut-on en déduire pour
la série )] %7

(3) Démontrer la formule souhaitée.

Exercice 3. Le but de exercice est de calculer la somme

- (_1)n+1
S'_;n@n%— 1)

(1) Justifier que S est bien définie.

(2) Pour x €] — 1,1[, on pose f(z) := > igzil)x%“

nz
(a) Justifier la définition, puis montrer que f est de classe €' et calculer
f'(x) pour tout z € |—1, 1]
(b) Calculer f(z) pour tout x € |—1,1].
(3) Calculer S.



