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Problème de vacances

Dans ce problème, on considère la suite (un)n≥3 définie par u3 = u4 = u5 := 1 et la
relation de récurrence

un+3 = un+2 +
1

2n
un.

Le but du problème est de montrer que

un√
n
→ 2e−3/4√

π
quand n→∞.

(1) Montrer que un > 0 pour tout n et que la suite (un) est croissante.

(2) Soit α ∈ R. Pour n ≥ 3, on pose vn := nαun et wn := log(vn).

(a) Montrer que pour tout n ≥ 5, on a

0 ≤ wn+1 − wn ≤ log

ñÅ
1 +

1

n

ãα Ç
1 +

1

2(n− 2)

åô
.

(b) En déduire que pour une valeur de α à préciser, on a

wn+1 − wn = O
Å 1

n2

ã
quand n→∞.

(3) Déduire de (2b) que la suite
Ä
un√
n

ä
est convergente.

(4) Déterminer le rayon de convergence de la série entière
∑ un

n
xn.

(5) Pour x ∈ ]−1, 1[, on pose

f(x) :=
∞∑
n=3

un
n
xn.

(a) Justifier que f est de classe C1, puis montrer que pour tout x ∈ ]−1, 1[
on a

x2(f(x) + 2) = 2(1− x)f ′(x).

(b) Déterminer les primitives de la fonction x 7→ x2

1−x , et en déduire que

∀x ∈ ]−1, 1[ : f(x) + 2 = 2(1− x)−1/2 exp

Ç
−x

2 + 2x

4

å
.
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(6) Soit Σ1 =
∑
anx

n et Σ2 =
∑
bnx

n deux séries entières de rayons de con-
vergence égaux à 1, avec des coefficients an, bn ≥ 0. On fait les hypothèses
suivantes : (i) bn > 0 à partir d’un certain rang; (ii) la série

∑
bn diverge;

(iii) an/bn admet une limite C quand n→∞. Pour x ∈ ]−1, 1[, on pose

F (x) :=
∞∑
n=0

anx
n et G(x) :=

∞∑
n=0

bnx
n.

Montrer que F (x)/G(x)→ C quand x→ 1−.

(7) On note bn, n ≥ 0 les coefficients du développement en série entière deG(x) :=

(1− x)−1/2 sur l’intervalle ]−1, 1[. Montrer que bn = (2n)!
(2nn!)2

pour tout n ≥ 0,

puis déterminer un équivalent simple de bn quand n→∞.

(8) Déduire de (5), (6) et (7) qu’on a

lim
n→∞

un√
n

=
2e−3/4√

π
·


