
L3 Probabilités

Feuille d’exercices no 7

Exercice 1. Dans cet exercice, µ est une mesure de probabilité borélienne sur R.

(1) Soient a, b P R avec a ă b. Pour x P R et T ą 0, on pose

IT pxq :“

ż T

´T

eitpx´aq ´ eitpx´bq

it
dt.

(a) Justifier que IT pxq est bien défini pour tout x P R, puis montrer que

IT pxq “ 2

ż T px´aq

T px´bq

sin v

v
dv.

(b) Montrer que pour tout x P R, on a

lim
TÑ8

IT pxq “ π
`

1taupxq ` 1tbupxq
˘

` 2π 1sa,brpxq.

(c) Montrer également qu’il existe une constante C telle que |IT pxq| ď C
pour tout T ą 0 et pour tout x P R.

(2) Déduire de (1) la “formule d’inversion” suivante : pour tous a ă b dans R,

lim
TÑ8

1

2π

ż T

´T

eitb ´ eita

it
pµptq dt “

1

2

`

µptauq ` µptbuq
˘

` µ
`

sa, br
˘

.

Exercice 2. Soit ν une mesure de probabilité borélienne sur R. Montrer que pour
tout a P R, on a

νptauq “ lim
TÑ8

1

2T

ż T

´T

e´iat pνp´tq dt.

Exercice 3. Soit µ une mesure de probabilité borélienne sur R.

(1) Soient X et Y deux va indépendantes et de loi µ.

(a) Vérifier que ϕX´Y ptq “ |pµptq|
2 pour tout t P R, et en déduire, en utilisant

l’Exercice 2, qu’on a

PpX “ Y q “ lim
TÑ8

1

2T

ż T

´T

|pµptq|2 dt.

(b) Montrer que par ailleurs, on a

PpX “ Y q “

ż

R
µptxuq dµpxq.

1
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(2) Montrer que

lim
TÑ8

1

2T

ż T

´T

|pµptq|2| dt “
ÿ

xPR

µptxuq2.

(À toutes fins utiles, on rappelle que l’ensemble D “
 

x P R; µptxuq ‰ 0
(

est

dénombrable.)

Exercice 4. Soit µ une mesure de probabilité borélienne sur R. Montrer que pour
tous u, v P R, on a

|pµpvq ´ pµpuq|2 ď 2
`

1´ Re pµpv ´ uq
˘

.

Exercice 5. Soit µ une mesure de probabilité borélienne sur R. On suppose qu’il
existe ε ą 0 tel que pµpsq “ 1 pour tout s P r´ε, εs.

(1) En utilisant l’Exercice 4, montrer que pour tout s P r´ε, εs et pour tout
k P N˚, on a pµp2ksq “ pµpsq “ 1.

(2) Montrer que µ “ δ0.

Exercice 6. Soit X une va réelle, et soient a, b P R. Montrer que pour tout t P R,
on a

ϕaX`bptq “ eibtϕXpatq.

Exercice 7. Montrer que si X est une va réelle, alors ϕX est une fonction de type
positif, ce qui signifie que pour tous t1, . . . , tN P R et pour tous a1, . . . , aN P C, on a

N
ÿ

k,l“1

akal ϕXptk ´ tlq ě 0.

Exercice 8. Soit X une va réelle.

(1) On suppose qu’il existe T ą 0 tel que ϕXpT q “ 1. Montrer que X est presque
sûrement à valeurs dans 2π

T
Z, et que ϕX est T -périodique.

(2) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) il existe t0 ‰ 0 tel que |ϕXpt0q| “ 1 ;

(ii) il existe deux constantes α, β P R tels que X est presque sûrement à
valeurs dans α ` βZ.

Exercice 9. Soit X une va réelle uniformément distribuée sur un intervalle ra, bs.
Calculer la fonction caractéristique de X. Détailler le cas où a “ 0, et le cas où
a “ ´b.
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Exercice 10. Étant donné a ą 0, on rappelle qu’une va réelle suit la loi de Cauchy
de paramètre a si

PX “
a

π

dx

a2 ` x2
¨

(1) Soit a ą 0. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f définie par
fptq “ e´a|t|, et en déduire que si X est une va suivant la loi de Cauchy de
paramètre a, alors sa fonction caractéristique est donnée par

ϕXptq “ e´a|t|.

(2) Déduire de (1) que si X et Y sont des va indépendantes suivant des lois de
Cauchy de paramètres a et b, alors X `Y suit la loi de Cauchy de paramètre
a` b.

(3) Montrer que si X1, . . . , Xn sont des va indépendantes suivant la loi de Cauchy
de paramètre a et si on pose Sn “ X1`¨ ¨ ¨`Xn, alors Zn “

Sn

n
suit elle aussi

la loi de Cauchy de paramètre a.

Exercice 11. On rappelle qu’une va réelle X suit une loi gamma de paramètres
pα, λq, où α, λ ą 0, si

PX “
λα

Γpαq
xα´1e´λx 1s0,8rpxqdx.

(1) Soit X une va suivant une loi gamma de paramètres pα, λq.

(a) Montrer que ϕXpzq a un sens pour tout nombre complexe z vérifiant
Impzq ą ´λ, et que ϕX est holomorphe sur le demi-plan tImpzq ą ´λu.

(b) Calculer ϕXpiyq pour y ą ´λ.

(c) En déduire ϕXptq pour tout t P R.

(2) Montrer en utilisant (1) que si X et X 1 sont deux va indépendantes suivant
des lois gamma de paramètres pα, λq et pα1, λq, alors X ` X 1 suit une loi
gamma de paramètres pα ` α1, λq.

Exercice 12. Soient X et Y deux va réelles indépendantes et de loi N p0, 1q. En
utilisant les fonctions caractéristiques, montrer que les va X ` Y et X ´ Y sont
indépendantes.

Exercice 13. Soit G1, . . . , GN des va réelles indépendantes définies sur pΩ,A,Pq,
chaque Gk suivant une loi normale N pmk, σ

2
kq. On note G le sous-espace vectoriel de

L2 engendré par G1, . . . , GN .



4

(1) Montrer que si G P G, alors G suit la loi N pm,σ2q, où m “ EpGq et σ2 “

σ2pGq.

(2) Soient X, Y P G vérifiant EpXq “ 0 “ EpY q. Montrer que X et Y sont
indépendantes si et seulement si elles sont orthogonales dans L2.

Exercice 14. Soient X1, X2, X3, X4 des va réelles indépendantes et de loi N p0, 1q.
On pose D “ X1X4´X2X3. Calculer la fonction caractéristique de D, et en déduire
que D suit la loi ρpxqdx, où ρpxq “ 1

2
e´|x|.

Exercice 15. Soit pXkqkě1 une suite de va indépendantes uniformément distribuées
sur J0, 9K. On pose

X :“
8
ÿ

k“1

Xk

10k
¨

(1) Justifier la définition de X.

(2) Pour n ě 1, on pose Sn :“
n
ř

k“1

Xk

10k
¨ Calculer ϕSnptq pour t P Rz2πZ.

(3) En déduire ϕXptq pour t P Rz2πZ.

(4) Conclure que X est uniformément distribuée sur r0, 1s.

Exercice 16. Soit X une va réelle. On suppose que la fonction caractéristique de X
est 2 fois dérivable en 0. Le but de l’exercice est de montrer que X admet un moment
d’ordre 2, autrement dit que X P L2.

(1) Montrer que pour tout t P Rzt0u, on a

ϕXptq ` ϕXp´tq ´ 2

2t2
“ E

´cosptXq ´ 1

t2

¯

;

et en déduire que

E
´1´ cosptXq

t2

¯

admet une limite l quand tÑ 0.

(2) Soit ptnqnPN une suite de réels strictement positifs tendant vers 0. En appli-
quant le Lemme de Fatou aux va Yn définies par

Yn “
1´ cosptnXq

t2n
,

montrer qu’on a E
`

1
2
X2

˘

ď l ; et conclure.
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Exercice 17. Soient X et Y deux va réelles définies sur pΩ,A,Pq et appartenant à
L8. On suppose qu’on a

EpXkY l
q “ EpXk

qEpX l
q pour tous k, l P N.

En utilisant les fonctions caractéristiques et le développement en série entière de
l’exponentielle, montrer que X et Y sont indépendantes.

Exercice 18. Soit X une va réelle suivant la loi N p0, 1q.

(1) Montrer que X admet des moments de tous ordres.

(2) Montrer, en utilisant uniquement la définition de ϕX , qu’on peut développer
ϕXptq en série entière sur R.

(3) En supposant connu que ϕXptq “ e´
t2

2 , en déduire la valeur de EpXkq pour
tout k P N.

(4) Calculer directement EpXkq pour tout k P N à l’aide d’intégrations par par-

ties, et en déduire que ϕXptq “ e´
t2

2 pour tout t P R.

Exercice 19. Soit X une va réelle, et soit a ą 0. On suppose qu’on a Epea|X|q ă 8.
Montrer que ϕX est développable en série entière sur s´a, ar.

Exercice 20. Soient X et Y deux va réelles. On suppose que pour tout a ą 0, on a
Epea|X|q ă 8 et Epea|Y |q ă 8. Montrer que si EpXkq “ EpY kq pour tout k P N, alors
PX “ PY . (Utiliser l’Exercice 19.)

Exercice 21. Soient X et Y deux va réelles indépendantes et de loi N p0, 1q. On
pose Z “ XY .

(1) Montrer que Z admet des moments de tous ordres, et calculer ces moments
à l’aide de l’Exercice 18.

(2) En déduire que ϕZ est développable en série entière sur s ´ 1, 1r, et qu’on a

ϕZptq “
1

?
1` t2

pour tout t P s ´ 1, 1r.

Exercice 22. Soient X et Y deux va réelles indépendantes. On pose Z “ XY .

(1) Montrer que pour tout t P R, on a

ϕZptq “

ż

R
ϕXptyq dPY pyq.
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(2) On suppose que X et Y suivent la loi N p0, 1q. Montrer que

@t P R : ϕZptq “
1

?
1` t2

¨

Exercice 23. Soit X une va réelle, et soit pXkqkě1 une suite de va indépendantes
et de même loi que X. Soit également N une va à valeurs dans N, indépendante des
Xk. On note GN la fonction génératrice de N :

GNpxq “
8
ÿ

k“0

PpN “ kqxk pour x P r´1, 1s.

Enfin, on note SN la va définie par

SNpωq :“

Npωq
ÿ

k“1

Xkpωq,

avec la convention
ř0
k“1 “ 0 (autrement dit : SNpωq “ 0 si Npωq “ 0). Montrer que

pour tout t P R, on a
ϕSN

ptq “ GNpϕXptqq.

Exercice 24. Soient pXnq et pYnq deux suites de va réelles. On suppose que pXnq

converge en loi vers une va X, et que pYnq converge en loi vers une va Y . De plus, on
suppose que X et Y sont indépendantes, et que Xn et Yn sont indépendantes pour

tout n P N. Montrer que Xn ` Yn
L
ÝÑ X ` Y .

Exercice 25. Soient X et Y deux va indépendantes suivant la loi de Bernoulli de
paramètre 1{2. Pour n P N˚, on pose Xn “ X ` 1

n
et Yn “ p1 ´ Xq ´ 1

n
. Montrer

que Xn converge en loi vers X, que Yn converge en loi vers Y , mais que Xn ` Yn ne
converge pas en loi vers X ` Y . Comparer avec l’Exercice 24.

Exercice 26. Pour n P N˚, soit Zn une va à valeurs dans N, uniformément distribuée
sur l’ensemble J0, n´ 1K. Montrer que la suite pZnq ne converge pas en loi.

Exercice 27. Soit pZnq une suite de va réelles. On suppose que chaque Zn suit une
loi normale N pmn, σ

2
nq. Montrer que la suite pZnq converge en loi si et seulement si

les deux suites pmnq et pσ2
nq sont convergentes.

Exercice 28. Soit pZnq une suite de va réelles. On suppose que chaque Zn suit une
loi binomiale Bpn, pnq, et que pn Ñ 0 quand n Ñ 8. Montrer que pZnq converge en
loi si et seulement si npn admet une limite quand n Ñ 8, et déterminer alors la loi
limite.
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Exercice 29. Soit pXnqně1 une suite de va réelles. On suppose que Xn est uni-
formément distribuée sur l’ensemble J1, nK, pour tout n ě 1.

(1) Montrer en utilisant les fonctions caractéristiques que Zn “
Xn

n
converge en

loi vers une va uniformément distribuée sur r0, 1s.

(2) Redémontrer ce résultat en utilisant uniquement la définition de la conver-
gence en loi.

Exercice 30. Soit X une va réelle appartenant à L1, d’espérance EpXq “ c ě 0,
et soit pXjqjě1 une suite de va indépendantes et de même loi que X. Soit également
ppnqnPN une suite d’éléments de s0, 1s telle que pn Ñ 0. Pour n P N, on se donne
une va Nn à valeurs dans N˚ indépendante des Xj et suivant une loi géométrique de
paramètre pn, i.e. PpNn “ kq “ p1 ´ pnq

k´1pn pour tout k P N˚. Pour k P N˚, on
pose Sk :“ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xk, et pour n P N on pose

Znpωq :“ pn SNnpωqpωq “ pn
`

X1pωq ` ¨ ¨ ¨ `XNnpωqpωq
˘

.

(1) Justifier que les Zn sont des va.

(2) Soit n P N. Montrer que pour toute fonction borélienne bornée f : R Ñ C,
on peut écrire

E
`

fpZnq
˘

“

8
ÿ

k“1

PpNn “ kqEpfppnSkqq.

(3) Montrer que pour tout n P N et pour tout t P R, on a

ϕZnptq “
pnϕXptpnq

1´ p1´ pnqϕXptpnq
¨

(4) En utilisant le développement limité de ϕX à l’ordre 1 en 0, montrer que si
c “ 0, alors la suite pZnq converge en loi vers 0, et que si c ą 0, alors pZnq
converge en loi une va Z suivant la loi exponentielle de paramètre 1{c.

Exercice 31. Soit X une va réelle à densité, PX “ ρpxqdx. On suppose de plus que
ρ est une fonction paire, et que X P L4. Soit également pakqkě1 une suite de nombres
réels positifs, et soit pXkqkě1 une suite de va indépendantes de lois PXk

“ ρkpxqdx,
où ρkpxq :“ 1

ak
ρ
`

x
ak

˘

. On suppose que

n
ÿ

k“1

a4
k “ o

˜

´

n
ÿ

k“1

a2
k

¯2

¸

quand nÑ 8.

Pour n ě 1, on pose

Sn :“ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn et σn :“

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

σ2pXkq.
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Le but de l’exercice est de montrer que Sn

σn
converge en loi vers une va Z „ N p0, 1q.

(1) Pour n ě 1, exprimer la fonction caractéristique de Sn

σn
à l’aide de ϕX , de σn

et de a1, . . . , an.

(2) Montrer que ϕX est une fonction paire et à valeurs réelles, et qu’il existe δ ą 0
tel que ϕXpuq P r1{2, 3{2s pour tout u P r´δ, δs.

(3) Montrer que pour u P r´δ, δs, on peut écrire

log
`

ϕXpuq
˘

“ ´
σ2u2

2
` ηpuq,

où σ2 :“ σ2pXq et ηpuq ď C u4 pour une certaine constante C indépendante
de u.

(4) Pour n ě 1, exprimer σ2
n en fonction de σ2 et a1, . . . , an.

(5) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 32. Soit pXkqkě1 une suite de va réelles indépendantes, et soit α ą 0.
On suppose que chaque Xk est uniformément distribuée sur l’intervalle r´ak, aks, où
ak “ kα. Pour n ě 1, on pose Sn :“ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn et

Zn :“
Sn

nα`
1
2

¨

En utilisant l’Exercice 31, montrer que pZnq converge en loi vers une va Z „ N p0, σ2q

où σ2 est à déterminer.

Exercice 33. Soit X une va réelle appartenant à L2, centrée et de variance σ2, et
soit pXjqjě1 une suite de va indépendantes et de même loi que X. Soit également
pNkq une suite de va à valeurs dans N˚, indépendantes et indépendantes des Xj. On
suppose que Nkpωq Ñ 8 presque sûrement. Pour k P N, on pose

Zk :“
SNk?
Nk

, où SNk
pωq :“ X1pωq ` ¨ ¨ ¨ `XNkpωqpωq.

(1) Montrer que pour tout A P N˚, pour tout k et pour tout t P R, on a
ˇ

ˇ

ˇ
ϕZk

ptq ´ e´σ
2 t2

2

ˇ

ˇ

ˇ
ď 2PpNk ă Aq `

8
ÿ

n“A

PpNk “ nq
ˇ

ˇ

ˇ
ϕ Sn?

n
ptq ´ e´σ

2 t2

2

ˇ

ˇ

ˇ
.

(2) Montrer que pZkq converge en loi vers une va Z „ N p0, σ2q.

Exercice 34. Soit X une va réelle appartenant à L1, de moyenne m, et soit pXiqiě1

une suite de va indépendantes et de même loi que X. Pour n P N˚, on pose Sn :“
X1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn. Montrer sans utiliser la loi des grands nombres (mais à l’aide des

fonctions caractéristiques si besoin est) que Sn

n

proba
ÝÝÝÑ m.
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Exercice 35. Soient X et Y deux va réelles indépendantes appartenant à L2 et de
même loi, avec pour moyenne m “ 0 et pour variance σ2. On suppose que la va
Z :“ X`Y?

2
a la même loi que X et Y . Le but de l’exercice est de montrer que X et

Y suivent la loi N p0, σ2q.

(1) On note ϕ la fonction caractéristique de X et Y . Montrer que pour tout t P R,
on a ϕp t?

2
q2 “ ϕptq, et en déduire que pour tout t P R et pour tout n P N, on

a

ϕptq “ ϕ
´ t

2n

¯4n

.

(2) Démontrer le résultat souhaité en utilisant le développement limité à l’ordre
2 de ϕ en 0.

Exercice 36. Soient X et Y deux va réelles indépendantes et de même loi, apparte-
nant à L2, centrées et de variance σ2. On suppose de plus que les va X`Y et X´Y
sont indépendantes. Le but de l’exercice est de montrer que X et Y suivent la loi
N p0, σ2q.

(1) On note ϕ la fonction caractéristique de X et de Y . Montrer qu’on a ϕp2tq “
ϕX`Y ptqϕX´Y ptq, et en déduire l’identité

ϕp2tq “ ϕptq3ϕp´tq.

(2) Pour t P R et n P N, exprimer ϕptq en fonction de ϕp t
2n
q et ϕp´ t

2n
q ; et en

déduire que ϕptq ‰ 0 pour tout t P R.

(3) Pour t P R pose ψptq :“ ϕptq
ϕp´tq

¨

(a) Montrer que ψ est dérivable en 0 et calculer ψ1p0q.

(b) Exprimer ψp2tq en fonction de ψptq, et en déduire que pour tout t P R
et pour tout n P N, on a

ψptq “ ψ

ˆ

t

2n

˙2n

.

(c) En utilisant le développement limité de ψ en 0, montrer que ψptq “ 1
pour tout t P R.

(4) Montrer que pour tout t P R et pour tout n P N, on a

ϕptq “ ϕ

ˆ

t

2n

˙4n

.

(5) Conclure en utilisant le développement limité à l’ordre 2 de ϕ en 0.
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Exercice 37. Soit X une va réelle appartenant à L2, centrée et de variance σ2 ą 0,
et soit pXkqkPN une suite de va indépendantes et de même loi que X. Soit également
pakqkPN une suite de nombres réels. On suppose que la série

ř

akXk converge en
norme L1. Le but de l’exercice est de montrer que la série

ř

akXk converge en norme
L2.

(1) Justifier que }X}1 ą 0, puis montrer que ak tend vers 0 quand k Ñ 8.

(2) Soit S la limite (en norme L1) de la suite Sn :“
řn
k“0 akXk. Justifier qu’il

existe t ą 0 tel que ϕSptq ‰ 0.

(3) Exprimer ϕSnptq à l’aide de ϕX , puis montrer que la série
ř

log |ϕXpaktq| est
convergente.

(4) Justifier que ϕX admet un développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0,
et que ce développement est de la forme

ϕXpuq “ 1´ c u2
` opu2

q,

où c ą 0 est à déterminer explicitement.

(5) En utilisant (1), (3) et (4), montrer que la série
ř

a2
k est convergente.

(6) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 38. Soit pZnq une suite de va réelles convergeant en loi vers une va Z. Le
but de l’exercice est de montrer que ϕZnptq tend vers ϕZptq uniformément sur tout
intervalle compact ra, bs Ď R. On rappelle le fait suivant (cf cours) : pour tout ε ą 0,
on peut trouver A “ Aε ą 0 tel que

(˚) PZ
`

Rzr´A,As
˘

ă ε et PZn

`

Rzr´A,As
˘

ă ε pour tout n P N.

(1) Soient a, b P R avec a ă b, et soit ps0, . . . , sNq une subdivision de ra, bs
de “pas” δ. Soit également ε ą 0, et soit Aε vérifiant (˚). Montrer que si
0 ď k ď N ´ 1 et si t P rsk, sk`1s, alors on a pour tout n P N :

|ϕZnptq ´ ϕZptq| ď 4ε` |ϕZnpskq ´ ϕZpskq| ` 2Aεδ.

(2) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 39. Soit δ ą 0. Le but de l’exercice est d’établir le résultat suivant : pour
tout 0 ă ε ď δ, il existe une constante Cε telle que, pour tout va réelle X, on a

P
`

|X| ě ε
˘

ď
Cε
δ

ż δ

0

|1´ ϕXptq| dt.

(1) Soit g : RÑ R la fonction définie par gp0q “ 0 et

gpxq :“ 1´
sinx

x
si x ‰ 0.
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Montrer que pour toute va réelle X définie sur pΩ,A,Pq, on a
ż

Ω

gpδXq dP “
1

δ

ż δ

0

`

1´ ReϕXptq
˘

dt.

(2) Justifier que pour tout η ą 0, on a inf tgpxq; |x| ě ηu ą 0.

(3) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 40. Soit pZnq une suite de va réelles. On suppose qu’il existe δ ą 0 tel que
ϕZnptq Ñ 1 pour tout t P r0, δs. En utilisant l’Exercice 39, montrer que pZnq converge

en probabilité vers 0. (Par conséquent Zn
L
ÝÑ 0, et donc ϕZnptq Ñ 1 pour tout t P R.)

Exercice 41. Soit pXkqkě0 une suite de va réelles indépendantes. Pour n ě 1, on
pose Sn :“

řn
k“0Xk, et on suppose que la suite pSnq converge en loi vers une va Z.

Le but de l’exercice est de montrer que pSnq converge en probabilité. On rappelle (cf
un exercice de la Feuille 4) qu’il suffit pour cela de montrer que pSnq est de Cauchy
en probabilité, autrement dit que pour tout ε ą 0,

P
`

|Sq ´ Sp|
˘

Ñ 0 quand p, q Ñ 8.

(1) En utilisant l’Exercice 38, montrer qu’il existe δ ą 0 et un entier N tel que

@n ě N @t P r0, δs : |ϕSnptq| ě
1

2
¨

(2) Montrer que si p ă q, alors

ϕSq ´ ϕSp “ ϕSppϕSq´Sp ´ 1q;

et en déduire que si N ď p ă q, alors

|1´ ϕSq´Spptq| ď 2|ϕSqptq ´ ϕSpptq| pour tout t P r0, δs.

(3) En utilisant l’Exercice 39, montrer que pSnq est de Cauchy en probabilité.

Exercice 42. Soit f P L1pRq.
(1) Pour a P R, on note τaf la fonction définie par τafptq “ fpt ´ aq. Montrer

que pour tout x ‰ 0, on a

pfpxq “
1

2

ż

R
pfptq ´ τπ{xfptqq e

´ixt dt .

(2) En déduire que pfpxq Ñ 0 quand xÑ ˘8.

Exercice 43. Montrer que L1pRq n’a pas d’unité pour la convolution ; autrement
dit, qu’il n’existe pas de fonction k P L1pRq telle que k ˚ f “ f pour toute f P L1pRq.
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Exercice 44. On dit qu’une fonction u : R Ñ C est à décroissance rapide si
uptq “ op1{tkq quand tÑ ˘8, pour tout k P N. L’espace de Schwartz, noté SpRq,
est l’ensemble des fonctions f : RÑ C de classe C8 telles que f et toutes ses dérivées
sont à décroissance rapide. Montrer que SpRq est “stable par Fourier” : si f P SpRq,
alors pf P SpRq.

Exercice 45. Montrer que la transformation de Fourier est une bijection de l’espace
de Schwartz SpRq sur lui même.

Exercice 46. Montrer que SpRq est stable par convolution.

Exercice 47. Soit P pzq “ a0` a1z` ¨ ¨ ¨ ` aNz
N un polynôme non nul à coefficients

complexes sans racines réelles. Montrer que pour toute fonction g P SpRq, il existe
une unique fonction f P SpRq telle que P pDqf “ g, où P pDqf “ a0f ` a1f

1 ` ¨ ¨ ¨ `

aNf
pNq.

Exercice 48. Soit f : R Ñ R la fonction définie par fptq :“ 1 ´ |t| si |t| ď 1, et
fptq :“ 0 si |t| ą 1. Calculer la transformée de Fourier de f , et en déduire la valeur
de l’intégrale

I “

ż

R

1´ cospxq

x2
dx.

Exercice 49. Montrer que si f et g sont deux fonctions de L1pRq, alors les fonctions

f qg et pf g sont dans L1pRq et
ż

R
f qg “

ż

R

pf g.

Exercice 50. En utilisant la formule d’inversion de Fourier et l’Exercice 49, montrer

que si f est une fonction appartenant à L1pRq X L2pRq telle que pf P L1pRq, alors
ż

R
|fptq|2dt “

1

2π

ż

R
| pfpxq|2dx.

Cette formule s’appelle la formule de Plancherel.

Exercice 51. On admet que la formule de Plancherel est valable pour toute fonction

f P L1pRq telle que pf P L2pRq. En considérant f :“ 1r´1,1s, montrer qu’on a
ż

R

ˆ

sinx

x

˙2

dx “ π.


