
L3 Probabilités

Feuille d’exercices no 5

Exercice 1. Soit pZnqně1 une suite de va réelles définies sur le même pΩ,A,Pq.
On suppose que Zn ne prend que les valeurs 0 et n2, avec PpZn “ n2q “ 1

n2 et

PpZn “ 0q “ 1 ´ 1
n2 ¨ Montrer que Zn

ps
ÝÑ 0, mais que Zn tend tend pas vers 0 en

norme L1.

Exercice 2. Soit pZnqně1 une suite de va réelles indépendantes définies sur le même
pΩ,A,Pq. On suppose que Zn suit la loi de Bernoulli de paramètre 1

n
¨ Montrer que

Zn
L1

ÝÑ 0, mais que pZnq ne converge pas presque sûrement vers 0.

Exercice 3. Soit pZnqně1 une suite de va réelles indépendantes définies sur le même
pΩ,A,Pq. On suppose que Zn ne prend que les valeurs 0 et n, avec PpZn “ nq “ 1

n

et PpZn “ 0q “ 1´ 1
n
¨ Montrer que Zn

proba
ÝÝÝÑ 0, mais que pZnq ne converge vers 0 ni

presque sûrement, ni en norme L1.

Exercice 4. Soit X une va suivant une loi de Bernoulli de paramètre 1
2
, et pour

n P N, soit Zn :“ 1 ´ X. Montrer que Zn
L
ÝÑ X, mais que pZnq ne converge pas en

probabilité vers X.

Exercice 5. Dans cet exercice, pΩ,A,Pq est un espace de probabilité, et on note
L0pΩ,Pq l’ensemble de toutes les va réelles définies sur Ω.

(1) Soit pM,dq un espace métrique. Montrer qu’une suite pxnq de points de M
converge vers un point x P M si et seulement si toute sous-suite de pxnq
possède une sous-suite qui converge vers x.

(2) On suppose qu’il existe une suite pEnqně1 d’évènements indépendants tels que

PpEnq Ñ 0 quand nÑ 8 mais
8
ř

n“0

PpEnq “ 8. Montrer qu’il n’existe pas de

distance d sur L0pΩ,Pq telle que la convergence au sens de d soit équivalente
à la convergence presque sûre.

Exercice 6. Soit pXiqiě1 une suite de va réelles définies sur le même pΩ,A,Pq, deux
à deux indépendantes et appartenant à L2. On suppose que 1

n

řn
i“1 EpXiq admet une

limite m quand n Ñ 8, et que
řn
i“1 σ

2pXiq “ opn2q quand n Ñ 8. Montrer que si

on pose Sn :“
n
ř

i“1

Xi, alors Sn

n

L2

ÝÑ m.

1
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Exercice 7. Soit pXiqiě1 une suite de va indépendantes suivant toutes la loi normale
N p0, 1q. Pour n ě 1, on pose Sn :“ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn.

(1) Quelle est la loi de Sn ?

(2) Montrer que Sn

n

ps
ÝÑ 0.

Exercice 8. Pour n P N˚, soit µn la mesure borélienne sur r0, 1s définie par

µn :“
1

n

n
ÿ

k“1

δ k
n
.

Montrer que pµnq converge étroitement vers une mesure µ à déterminer.

Exercice 9. Soit ξ un nombre complexe de module 1 qui n’est pas racine de l’unité,
i.e. ξm ‰ 0 pour tout m P Zzt0u. Pour n P N˚, on note µn la mesure borélienne sur
T définie par

µn “
1

n

n´1
ÿ

k“0

δξk .

(1) Pour r P Z, soit er : T Ñ C la fonction définie par erpzq :“ zr. Montrer que
ş

T er dµn Ñ 0 quand nÑ 8.

(2) On note m la mesure de Lebesgue sur T, qui est définie comme suit : pour
tout borélien A Ď T,

mpAq :“
1

2π
λ1

´

tθ P r0, 2πr ; eiθ P Au
¯

.

De manière équivalente : pour toute fonction borélienne bornée f : T Ñ C,
on a

ż

T
f dm “

ż 2π

0

fpeiθq
dθ

2π
¨

Montrer que
ş

T P dµn Ñ
ş

T P dm pour tout polynôme trigonométrique P .

(3) Montrer que la suite pµnq converge étroitement vers m.

Exercice 10. Soit pµnq une suite de mesures finies sur Rd. On suppose que pµnq
converge étroitement. Montrer que pour tout ε ą 0, on peut trouver un compact
K Ď Rd tel que @n P N : µnpRdzKq ă ε.

Exercice 11. Soit pZnq une suite de va à valeurs dans N. On suppose que Zn suit
une loi binomiale Bpn, pnq, et que pn „

λ
n

pour un certain λ ą 0. Montrer que pZnq
converge en loi vers une va Z suivant une loi à déterminer.
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Exercice 12. Soit p P r0, 1s, et pour tout n P N, soit Zn une va suivant la loi
binomiale Bpn, pq. Montrer que Zn

n
converge en loi vers une va à déterminer.

Exercice 13. Soit θ ą 0, et soit pXiqiě1 une suite de va indépendantes uniformément
distribuées sur r0, θs. Pour n P N˚, on pose Mn :“ maxpX1, . . . , Xnq.

(1) Calculer la fonction de répartition de Mn.

(2) Montrer que Mn
ps
ÝÑ θ.

(3) Montrer que Zn :“ npθ´Mnq

Mn
converge en loi vers une va Z dont on déterminera

la loi.

Exercice 14. Soit θ ą 0, et soit pXiqiě1 une suite de va indépendantes suivant toutes
la loi Pθ :“ 1

2
?
θx

1s0,θspxqdx. Pour n P N˚, on pose Mn :“ maxpX1, . . . , Xnq. Calculer

la fonction de répartition de Mn, puis montrer que Zn :“ npθ´Mnq

Mn
converge en loi vers

une va Z dont on déterminera la loi. Déterminer également (si elle existe) la limite
de EpMnq quand nÑ 8.

Exercice 15. Soit pXiqiě1 une suite de va indépendantes suivant toutes une même
loi exponentielle de paramètre λ ą 0. Pour n P N˚, on pose Mn :“ maxpX1, . . . , Xnq.
Montrer que Zn :“Mn´

1
λ

logpnq converge en loi vers une va Z dont on déterminera
la fonction de répartition.

Exercice 16. Soit pXiqiě1 une suite de va indépendantes suivant toutes une même
loi exponentielle de paramètre λ ą 0. Pour n P N˚, on pose Mn :“ maxpX1, . . . , Xnq.
Le but de l’exercice est de montrer que Zn :“ Mn

logpnq
tend presque sûrement vers 1{λ.

(1) Déterminer la fonction de répartition de Zn.

(2) Dans cette question, on fixe c ă 1{λ. Montrer que la série
ř

PpZn ď cq est
convergente ; et en déduire qu’on a limZn ě c presque sûrement.

(3) Dans cette question, on fixe d ą 1{λ.

(a) Montrer qu’on peut trouver un entier K tel que
ř8

l“0 PpZKl ą dq ă 8.

(b) Pour tout n P N˚, on note lpnq l’unique entier l tel que K l´1 ď n ă K l.

Montrer que Zn ď
lpnq
lpnq´1

ZKlpnq .

(c) Déduire de (a) et (b) qu’on a limZn ď d presque sûrement.

(4) Démontrer le résultat souhaité.
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Exercice 17. Soit pXkqkě1 une suite de va indépendantes suivant toutes la loi de
Cauchy 1

π
dx

1`x2
¨ Pour n ě 1 on pose Mn :“ maxpX1, . . . ,Mnq. Calculer la fonction de

répartition de Mn, puis montrer que la suite pMn

n
q converge en loi vers une va Z ą 0

telle que 1
Z

suit une loi exponentielle de paramètre à déterminer.

Exercice 18. Pour tout N P N˚, on définit un va TN à valeurs dans N de la façon
suivante : on se donne des va X0, . . . , XN indépendantes et uniformément réparties
sur J1, NK, et on pose

TN :“ min
 

m P J1, NK; Dl ă m : Xl “ Xm

(

.

(1) Justifier la définition, puis montrer que pour tout entier n P N, on a

PpTN ą nq “
n
ź

k“0

´

1´
k

N

¯

(2) Montrer ZN :“ TN?
N

converge en loi vers une va réelle Z telle que FZptq “

p1´ e´t
2{2q1r0,8rptq.

Exercice 19. Soit pZnq une suite de va définies sur le même pΩ,A,Pq et à valeurs
dans un espace métrique pΛ, dq. On suppose que pZnq converge en loi vers une va Z
constante, Zpωq ” a P Λ. En considérant le borélien B :“ ΛzBpa, εq, montrer que
P
`

dpZn, Zq ě ε
˘

Ñ 0 pour tout ε ą 0. En particulier, si les Zn sont des va réelles,

alors Zn
proba
ÝÝÝÑ Z.

Exercice 20. Soit pZkq une suite de va réelles définies sur le même pΩ,A,Pq. On
suppose qu’on a

8
ÿ

k“0

P
`

|Zk`1 ´ Zk| ě 2´k
˘

ă 8.

Montrer que la suite pZkq converge presque sûrement.

Exercice 21. Soit pZnq une suite de va réelles.

(1) Montrer que si pZnq converge en probabilité, alors elle est de Cauchy en
probabilité, ce qui signifie que pour tout ε ą 0 fixé, Pp|Zq ´ Zp| ě εq Ñ 0
quand p, q Ñ 8.

(2) On suppose inversement que pZnq est de Cauchy en probabilité.

(a) En utilisant l’Exercice 20, montrer que pZnq a une sous-suite pZnk
q qui

converge presque sûrement (et donc en probabilité) vers une va Z.
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(b) Soit ε ą 0. Pour tous n, k P N, majorer Pp|Zn ´ Z| ě εq à l’aide de
Pp|Zn ´ Znk

| ě ε{2q et Pp|Znk
´ Z| ě ε{2q.

(c) Montrer que pZnq converge en probabilité.

Exercice 22. Soit pXkqkPN une suite de va réelles indépendantes définies sur pΩ,A,Pq.
Le but de l’exercice est de montrer que la série

ř

Xk converge en probabilité si
et seulement si elle converge presque sûrement. Autrement dit, en posant Sn :“
X0`¨ ¨ ¨`Xn, on veut montrer que si la suite pSnq converge en probabilité, alors elle
converge presque sûrement. Dans toute la suite, on supposera donc que pSnq converge
en probabilité.

(1) Soit ε ą 0, et soit n P N. On définit une va τn,ε : Ω Ñ NY t8u en posant

τn,εpωq :“ min
 

p ą n; |Sppωq ´ Snpωq| ě ε
(

,

avec la convention minH “ 8. Le but de cette question est de montrer que

Ppτn,ε ă 8q Ñ 0 quand nÑ 8.

(a) Pour η ą 0, justifier l’existence d’un entier Nη tel que

@m,m1
ě Nη : P

`

|Sm1 ´ Sm| ě ε{2
˘

ď η.

(b) Avec les notations de (a), montrer que pour tous q ą n ě Nη, on a
q
ÿ

p“n`1

P
`

τn,ε “ p , |Sq ´ Sp| ă ε{2
˘

ď η.

(c) Montrer que si n ă p ď q, alors les deux évènements tτn,ε “ pu et
t|Sq ´ Sp| ă ε{2u sont indépendants.

(d) Déduire des questions précédentes que si 0 ă η ă 1 et n ě Nη, alors

η ě p1´ ηqPpτn,ε ă 8q.

(e) Démontrer le résultat souhaité.

(2) Pour k P N˚ et n P N, on pose

En,k :“
 

ω P Ω; Dp ą n : |Sppωq ´ Snpωq| ě 1{k
(

.

Montrer que pour tout k fixé, PpEn,kq Ñ 0 quand nÑ 8.

(3) Montrer que la suite pSnq vérifie presque sûrement le critère de Cauchy, et
conclure.

Exercice 23. Soit pXkq une suite de va réelles indépendantes, centrées et apparte-
nant à L2. En utilisant l’Exercice 22, montrer que si on a

ř8

0 σ
2pXkq ă 8, alors la

série
ř

Xk converge presque sûrement.
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Exercice 24. Soit pakqkě0 une suite de nombres réels. On suppose que la série
ř

a2
k est convergente. Montrer qu’il existe une suite de choix de signes pεkq – i.e.

εk P t´1, 1u pour tout k – telle que la série
ř

εkak converge. (Utiliser l’Exercice 23.)

Exercice 25. Soit pXnq une suite de va appartenant à L1 définies sur pΩ,A,Pq, et
soit X P L1.

(1) On suppose que Xn
ps
ÝÑ X et que }Xn}1 Ñ }X}1. En appliquant le Lemme de

Fatou à fn :“ |X| ` |Xn| ´ |Xn ´X|, montrer que Xn Ñ X en norme L1.

(2) Montrer que si Xn
proba
ÝÝÝÑ X et si }Xn}1 Ñ }X}1, alors Xn

L1

ÝÑ X.

Exercice 26. Soit pZnq une suite de va réelles, et soit Z une va réelles, toutes définies

sur le même pΩ,A,Pq. Montrer que Zn
proba
ÝÝÝÑ Z si et seulement si

ż

Ω

minp1, |Zn ´ Z|q dPÑ 0.

Exercice 27. Soit pZnq une suite de va et soit Z une va, toutes à valeurs dans un

même espace métrique pΛ, dq. Montrer que Zn
L
ÝÑ Z si et seulement si toute sous-suite

de pZnq possède une sous-suite qui converge en loi vers Z.

Exercice 28. Soit pZnq une suite de va et soit Z une va, toutes à valeurs dans un

même espace métrique pΛ, dq. Montrer que si Zn
L
ÝÑ Z, alors φpZnq

L
ÝÑ φpZq pour

toute fonction continue φ : Λ Ñ R.

Exercice 29. Soit pZnq une suite de va réelles, et soit Z une va réelle. On suppose
que PpZn P Iq Ñ PpZ P Iq pour tout intervalle compact I Ď R.

(1) Soit t P R. Montrer que pour tout ε ą 0 donné, on peut trouver α ă t ă β et
un entier N tels que

P
`

Z R rα, βs
˘

ă ε et P
`

Zn R rα, βs
˘

ă ε pour tout n ě N.

Comment peut-on alors majorer PpZ ă αq et PpZn ă αq pour n ě N ?

(2) Montrer que Zn
L
ÝÑ Z.

Exercice 30. Soit pZnq une suite de va réelles, et soit Z une va réelle. On suppose
qu’il existe un ensemble dense D Ď R tel que FZnpsq Ñ FZpsq pour tout s P D.

(1) Soient s, t, s1 P R avec s ă t ă s1. Montrer que pour tout n P N, on a

|FZnptq ´ FZptq| ď max
`

|FZnpsq ´ FZpsq|, |FZnps
1
q ´ FZps

1
q|
˘

` |FZps
1
q ´ FZpsq|.
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(2) Montrer que pZnq converge en loi vers Z.

Exercice 31. Soit pZnq une suite de va réelles. On suppose que pZnq converge en loi
vers une va Z dont la fonction de répartition FZ est continue.

(1) Soit ε ą 0. Montrer qu’on peut trouver des nombres réels t0 ă t1 ¨ ¨ ¨ ă tN tels
que FZpt0q ă ε, FZptNq ą 1´ε et FZpti`1q´FZptiq ă ε pour i “ 0, . . . , N´1.

(2) Montrer que FZnptq Ñ FZptq uniformément sur R.

Exercice 32. Soit pZnq une suite de va réelles, et soit Z une va réelle. On suppose
qu’il existe un α ą 0 tel que

ş

R |FZnptq ´ FZptq|
α dtÑ 0 quand nÑ 8. Montrer que

Zn
L
ÝÑ Z. (On pourra par exemple montrer, en utilisant l’Exercice 30, que toute sous-suite

de pZnq possède une sous-suite qui converge en loi vers Z.)

Exercice 33. Soient pXnq et pYnq deux suites de va réelles définies sur le même
pΩ,A,Pq. On suppose que pXnq converge en loi vers une va X, et que Yn converge en
probabilité vers une va constante c.

(1) On munit R2 de la distance induite par n’importe quelle norme. Montrer que
si Φ : R2 Ñ R est une fonction lipschitzienne bornée, alors il existe deux
constantes A et B telles que, pour tout ε ą 0 et pour tout n P N, on a

ˇ

ˇ

ˇ
E
`

ΦpXn, Ynq
˘

´ E
`

ΦpXn, cq
˘

ˇ

ˇ

ˇ
ď Aε`B P

`

|Yn ´ c| ě ε
˘

.

(2) Montrer que pXn, Ynq
L
ÝÑ pX, cq.

(3) En déduire que Xn ` Yn
L
ÝÑ X ` c et XnYn

L
ÝÑ cX.

Exercice 34. Soient pZnq et pZ 1nq deux suites de va réelles définies sur le même

pΩ,A,Pq. On suppose que pZnq converge en loi vers une va Z et que Z 1n ´ Zn
L
ÝÑ 0.

Montrer que Z 1n
L
ÝÑ Z.

Exercice 35. Soit pZnq une suite de va réelles, a priori définies sur des espaces de
probabilité différents, convergeant en loi vers une va Z. Le but de l’exercice est de

montrer qu’il existe des va rZn et rZ définies sur le même pΩ,A,Pq telles que P
rZn
“ PZn

pour tout n, P
rZ “ PZ , et rZn Ñ rZ presque sûrement.

(1) On prend Ω :“ s0, 1r muni de la mesure de Lebesgue, que l’on note P, et on

définit des va rZn et rZ sur Ω en posant pour tout ω P s0, 1r :

rZnpωq :“ inf
 

y P R; FZnpyq ą ω
(

et rZpωq “ inf
 

y P R; FZpyq ą ω
(

.

Montrer qu’on a P
rZ “ PZ , et P

rZn
“ PZn pour tout n P N.
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(2) Pour ω P Ω, on pose apωq “ infty P R; FZpyq ě ωu. Vérifier qu’on a apωq ď
rZpωq, et rZpωq ď apω1q si ω ă ω1. En déduire que si on pose Iω :“ sapωq, rZpωqr,
alors les intervalles Iω sont deux à deux disjoints, puis montrer que l’ensemble

D :“ tω P Ω; apωq ă rZpωqu est dénombrable.

(3) Soit ω P Ω, et soit t P R un point de continuité de FZ . Montrer que si t ă apωq,

alors lim rZnpωq ě t, et que si t ą rZpωq, alors lim rZnpωq ď t.

(4) Montrer que rZnpωq Ñ rZpωq pour tout ω P ΩzD, et conclure.


