
L3 Probabilités

Feuille d’exercices no 4

Exercice 1. Soit N ∈ N∗, et soit X une va réelle uniformément distribuée sur
l’ensemble Λ = {1, . . . , N}. Calculer l’espérance et la variance de X.

Exercice 2. Soit X une va réelle uniformément distribuée sur un intervalle [a, b] ⊆ R.
Calculer l’espérance et la variance de X.

Exercice 3. Soit X une va suivant une loi de Poisson de paramètre λ > 0. Montrer
que si λ est un entier, alors

E
(
|X − λ|

)
=

2λλ e−λ

(λ− 1)!
·

Exercice 4. Soient X et Y deux va réelles indépendantes et de même loi µ =
1
x2

1[1,∞[(x)dx. On pose U = XY et V = X
Y
· Déterminer la loi de (U, V ), puis

calculer E
(

1
V
√
U

)
.

Exercice 5. Soit X un va à valeurs dans un intervalle [a, b]. En utilisant le fait que

σ2(X) = σ2(X − c) pour toute constante c, montrer que σ2(X) ≤ (b−a)2
4
·

Exercice 6. Soit (Xi)i≥1 une suite de va indépendantes suivant une loi de Bernoulli
de paramètre p ∈ ]0, 1[, définies sur (Ω,A,P). Soit également a ∈ N∗ fixé. Pour
n ≥ 1, on pose Sn = X1 + · · · + Xn. Enfin, pour ω ∈ Ω, on note T (ω) le plus petit
entier n tel que Sn(ω) ≥ a s’il en existe un, et on pose T (ω) =∞ si Sn(ω) < a pour
tout n ≥ 1.

(1) Montrer que T est à valeurs dans {a, a + 1, a + 2, . . . } ∪ {∞}, et que T est
une va.

(2) Montrer que T <∞ ps.
(3) Montrer que pour tout k ∈ N, on a

P(T = a+ k) =

(
a+ k − 1

a− 1

)
pa(1− p)k.

(4) Quelle formule “bien connue” obtient-on en appliquant (2) et (3)?

(5) On suppose que a ≥ 2. Montrer que E
(
a−1
T−1

)
= p et E

(
a
T

)
> p.
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Exercice 7. Soit (Xi)i≥1 une suite de va réelles indépendantes suivant toutes la loi
uniforme sur [0, 1], définies sur (Ω,A,P). Pour n ∈ N∗, on pose Sn = X1 + · · ·+Xn.

(1) Montrer que si S et X sont des va réelles indépendantes, alors

∀α ∈ R : P(S +X < α) =

∫
R
P(S < α− x) dPX(x).

En déduire que pour tout a ∈ [0, 1] et pour tout n ∈ N∗, on a P(Sn < a) = an

n!
·

(2) Pour n ≥ 2, calculer P(1−Xn ≤ Sn−1 < 1).
(3) On définit une va T à valeurs dans N∗ ∪{∞} de la façon suivante : si ω ∈ Ω,

alors T (ω) est le plus petit entier n tel que Sn(ω) ≥ 1 s’il en existe un, et
T (ω) =∞ si Sn(ω) < 1 pour tout n ≥ 1. Montrer que E(T ) = e.

Exercice 8. Soit X une va réelle, et soit (Xi)i≥1 une suite de va indépendantes et
de même loi que X (définies sur (Ω,A,P)). Soit également N une va à valeurs dans
N∗, indépendante des Xi. Pour n ∈ N∗, on pose Sn = X1 + · · ·+Xn. Enfin, on note
SN la va définie par

SN(ω) = SN(ω)(ω) = X1 + · · ·+XN(ω)(ω).

(1) Exprimer SN comme somme d’une série faisant intervenir N et les Sn.
(2) Montrer que si X et N sont dans L1, alors SN ∈ L1 et

E(SN) = E(N)E(X).

Exercice 9. Soit X une va à valeurs dans N.

(1) Justifier que la va 1
X+1

est dans L1.
(2) On note GX = [−1, 1]→ R la fonction génératrice de X,

GX(s) =
∞∑
k=0

P(X = k) sk.

Montrer qu’on a

E
( 1

X + 1

)
=

∫ 1

0

GX(s) ds.

(3) On suppose que X suit une loi binomiale B(n, p). Calculer E
(

1
X+1

)
.

Exercice 10. Dans cet exercice, X est une va réelle.

(1) Montrer qu’il existe au moins un nombre réel m tel que P(X ≤ m) ≥ 1/2 et
P(X ≥ m) ≥ 1/2. On dit qu’un tel m est une médiane de X. (On pourra

considérer m := inf{t ∈ R : FX(t) ≥ 1/2}.)
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(2) Montrer que si m est une médiane de X, alors :

∀x > m : P(X ≤ x) ≥ 1

2
et P(X ≥ x) ≤ 1

2
;

∀x < m : P(X ≥ x) ≥ 1

2
et P(X ≤ x) ≤ 1

2
·

(3) Soit ψ : R → R la fonction définie par ψ(x) = P(X ≤ x) − P(X ≥ x).
Montrer que si X ∈ L1 et si a < b, alors

E
(
|X − b|

)
− E

(
|X − a|

)
=

∫ b

a

ψ(x) dx.

(4) On suppose que X ∈ L1. Déduire des questions précédentes que si m est une
médiane de X, alors

E
(
|X −m|

)
= inf

{
E
(
|X − u|

)
; u ∈ R

}
.

Exercice 11. Soit X une va réelle, et soit ε une va indépendante de X et suivant
une loi de Rademacher, i.e. P(ε = 1) = 1

2
= P(ε = −1). On pose Y = εX.

(1) Montrer qu’on a E(XY ) = E(X)E(Y ).
(2) Montrer que si la va X2 n’est pas presque sûrement constante, alors X et Y

ne sont pas indépendantes.

Exercice 12. Soient X et Y deux va réelles définies sur (Ω,A,P).

(1) On suppose que X ne peut prendre que 2 valeurs distinctes au plus. Montrer
que si f : R → R est une fonction borélienne quelconque, alors f(X) est
fonction affine de X, i.e. il existe des constantes a et b telles que f(X) =
aX + b.

(2) On suppose que X et Y ne peuvent prendre chacune que 2 valeurs distinctes
au plus. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si E(XY ) =
E(X)E(Y ).

Exercice 13. Soient X1, . . . , XN des va réelles deux à deux indépendantes et appar-
tenant à L2, de même moyenne m et de même variance σ2. On pose

X =
X1 + · · ·+XN

N
et V =

1

N − 1

N∑
i=1

(Xi −X)2.

Calculer E(X) et E(V ).

Exercice 14. Soit X une va réelle définie sur (Ω,A,P), et soient f, g : R→ R deux
fonctions croissantes.
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(1) Montrer que si Y est une autre va réelle définie sur (Ω,A,P), alors la va
Z =

(
f(X)− f(Y )

)(
g(X)− g(Y )

)
est positive. On peut donc écrire

E
((
f(X)− f(Y )

)(
g(X)− g(Y )

))
≥ 0.

(2) On suppose que les va f(X) et g(X) sont dans L2. En appliquant (1) à une
va Y indépendante de X et de même loi que X, montrer qu’on a

E
(
f(X)g(X)

)
≥ E

(
f(X)

)
E
(
g(X)

)
.

Exercice 15. Soient X1, . . . , Xn des va réelles indépendantes suivant des lois nor-
males N (m1, σ

2
1), . . . ,N (mn, σ

2
n). On pose Sn = X1 + · · · + Xn. Déterminer la loi

de

Zn =
Sn − E(Sn)

σ(Sn)
·

Exercice 16. Soient a1, . . . , an ∈ R, et soient ε1, . . . , εn des va à valeurs dans {−1, 1},
deux à deux indépendantes et suivant chacune une loi de Rademacher. Calculer

E
(( n∑

i=1

aiεi
)2)

.

Exercice 17. Soit d ∈ N∗, et soient u1, . . . , uN ∈ Rd tels que ‖ui‖ ≤ 1 pour i =
1, . . . , N , où ‖ · ‖ est la norme euclidienne sur Rd. Soient également p1, . . . , pN ∈
[0, 1]. On pose

v :=
N∑
i=1

piui.

(1) Soient X1, . . . , XN des va indépendantes, chaque Xi suivant la loi de Bernoulli
B(pi). Montrer qu’on a

E

(∥∥∥v − N∑
i=1

Xiui

∥∥∥2) =
N∑
i=1

pi(1− pi)‖ui‖2.

(2) Montrer qu’il existe x1, . . . , xN ∈ {0, 1} tels que∥∥∥v − N∑
i=1

xiui

∥∥∥ ≤ √N
2
·

Exercice 18. (Borel-Cantelli amélioré)

Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité, et soit (Ei)i≥1 une suite d’évènements deux
à deux indépendants. On suppose qu’on a

∑∞
i=1 P(Ei) =∞. Le but de l’exercice est

de montrer que P
(
limEi

)
= 1. (La subtilité est qu’on ne suppose pas que les Ei sont

indépendants.)
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(1) Soit (Sn)n≥1 une suite croissante de va réelles positives et appartenant à L2.
On suppose que

E(Sn)→∞ et
σ2(Sn)

E(Sn)2
→ 0 quand n→∞.

(a) Montrer que Tn = Sn
E(Sn) tend vers 1 en norme L2.

(b) En déduire que Sn →∞ presque sûrement.

(2) Conclure en observant que limEi = {ω ∈ Ω;
∑∞

i=1 1Ei(ω) =∞}.

Exercice 19. Soit φ : R → R une fonction de classe C1 telle que φ′ est intégrable
sur R et φ(t) → 0 quand t → −∞. Montrer que si Z est une va réelle quelconque,
alors φ(Z) ∈ L1 et

E(φ(Z)) =

∫
R
P(Z > t)φ′(t)dt.

Exercice 20. Soit X une va à valeurs dans N. Montrer que E(X) =
∞∑
n=0

P(X > n).

Exercice 21. SoitX une va réelle. On suppose qu’il existe des constantesA, c, α, t0 >
0 telles que ∀t > t0 : P

(
|X| > t

)
≤ Ae−c t

α
. Montrer que X ∈ Lp pour tout

p ∈ [1,∞[.

Exercice 22. Soit X une va réelle suivant la loi N (0, 1). Montrer que X ∈ Lp pour
tout p <∞, et calculer E(Xk) pour tout k ∈ N.

Exercice 23. Soit a > 0, et soit φ : R → [0, a] une fonction borélienne. Montrer
que pour tout 0 ≤ α < a, on a

P
(
φ(X) ≥ α

)
≥

E
(
φ(X)

)
− α

a− α
·

Exercice 24. Soit X une va réelle positive appartenant à L2, et soit α ∈ ]0, 1[.

(1) On pose m = E(X). En écrivant X = X 1[αm,∞[(X) +X 1]−∞,αm[(X), établir
l’inégalité

(1− α)m ≤ E
(
X 1[αm,∞[(X)

)
.

(2) Montrer qu’on a

P
(
X ≥ αE(X)

)
≥ (1− α)2

E(X)2

E(X2)
·

(Cette inégalité s’appelle l’inégalité de Paley-Zygmund.)
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Exercice 25. Soit X une va réelle appartenant à L2, de moyenne m, et soit (Xi)i≥1
une suite de va indépendantes et de même loi que X. Pour n ≥ 1, on pose Sn =
X1 + · · ·+Xn. En utilisant convenablement l’inégalité de Tchebitchev, montrer que

lim
|Sn − nm|√

n
<∞ presque sûrement.

Exercice 26. Soit (Xi)i∈N une suite de va réelles indépendantes définies sur (Ω,A,P).
On suppose que les Xi sont dans L2, qu’elles sont centrées, et qu’on a

∑∞
i=0 σ

2(Xi) <
∞. Le but de l’exercice est de montrer que la série

∑
Xi converge presque sûrement.

(1) Soient m,N ∈ N, avec N ≤ m. Pour j ∈ {N, . . . ,m}, on pose Sj :=
j∑

i=N

Xi.

Soit également ε > 0. Le but de cette question est d’établir l’inégalité suivante
(qu’on appelle l’inégalité maximale de Kolmogorov) :

P
(

max
N≤j≤m

|Sj| ≥ ε

)
≤ 1

ε2

m∑
i=N

σ2(Xi) .

(a) Pour i ∈ {N, . . . ,m}, on pose

Bi :=
{
ω ∈ Ω; |Sk(ω)| < ε pour tout k vérifiant N ≤ k < i

}
.

Montrer que pour tout ω ∈ Ω, on a l’équivalence suivante :

max
N≤j≤m

|Sj(ω)| ≥ ε ⇐⇒

∣∣∣∣∣
m∑
i=N

Xi(ω)1Bi(ω)

∣∣∣∣∣ ≥ ε.

(b) Montrer que si N ≤ i < i′ ≤ m, alors les va Xi′ et Xi1Bi1Bi′ sont
indépendantes.

(c) Déduire de (b) qu’on a

E

(( m∑
i=N

Xi1Bi

)2)
≤

m∑
i=N

σ2(Xi).

(d) Démontrer l’inégalité souhaitée

(2) Déduire de (1) que pour tout ε > 0 et pour tout N ∈ N, on a

P

(
∃m ≥ N :

∣∣∣ m∑
i=N

Xi

∣∣∣ > ε

)
≤ 1

ε2

∞∑
i=N

σ2(Xi) .

(3) Soit ε > 0. Montrer à l’aide de (2) que pour tout N ∈ N, on a

P

(
∃p, q ≥ N :

∣∣∣ q∑
i=p

Xi(ω)
∣∣∣ > ε

)
≤ 4

ε2

∞∑
i=N

σ2(Xi).

(4) Conclure.
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Exercice 27. Soit (ai) une suite de nombres réels telle que
∑∞

i=0 a
2
i < ∞. En

utilisant l’Exercice 26, montrer qu’il existe une suite de signes (εi) ∈ {−1, 1}N telle
que la série

∑
εiai est convergente.

Exercice 28. Soit X une va à valeurs dans [−1, 1] et telle que E(X) = 0. Le but de
l’exercice est de montrer que pour tout r > 0, on a

P(|X| ≥ r) ≤ 2e−r
2/2.

(1) Montrer que pour tout x ∈ [−1, 1] et pour tout t ∈ R, on a etx ≤ 1−x
2
e−t +

x+1
2
et.

(2) En déduire que pour tout t ∈ R, on a E(etX) ≤ et
2/2.

(3) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 29. Soit X une variable aléatoire bornée, d’espérance nulle, et soit (Xi)
une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi que X. Pour n ∈ N∗,
on pose Sn = X1 + · · ·+Xn. Le but de l’exercice est de montrer que Sn

nα
tend presque

sûrement vers 0 pour tout α > 1/2.

(1) Justifier que etX ∈ L1 pour tout t ∈ R.
(2) Soit a > 0. Montrer que pour tout λ > 0 et pour tout n ≥ 1, on a

P(|Sn| ≥ a) ≤ e−λa
(
E(eλX)n + E(e−λX)n

)
.

(3) Montrer que la fonction t 7→ E
(
etX
)

est de classe C2 sur R, puis montrer qu’il

existe une constante C telle que ∀t ∈ [−1, 1] : E(etX) ≤ 1 + Ct2.
(4) Soit α > 0. Montrer que pour tout ε > 0, pour tout n ∈ N∗ et pour tout

λ ∈ ]0, 1], on a

P
(
|Sn|
nα
≥ ε

)
≤ 2e−λn

αε+Cnλ2 .

(5) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 30. Dans tout l’exercice, X est une va réelles, et X1, . . . , Xn sont des va
indépendantes et de même loi que X. On pose

Sn := X1 + · · ·+Xn et Tn := X2
1 + · · ·+X2

n.

(1) Montrer que si S, T sont des va réelles et si x, y, u, v ≥ 0, alors

P
(
S ≥ x , T ≤ y

)
≤ e−ux+vy E

(
euS−vT

)
(2) Montrer à l’aide de (1) que

∀x, y, u, v ≥ 0 : P
(
(Sn ≥ x , Tn ≤ y

)
≤ e−ux+vy E

(
euX−vX

2
)n
.
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(3) Dans cette question, on suppose que la va X est symétrique, ce qui signifie
que P−X = PX . Montrer que

∀u, v ≥ 0 : E
(
euX−vX

2
)

= E
(

ch(uX) e−vX
2
)

;

et en déduire que

∀u ≥ 0 : E
(
euX−

u2

2
X2
)
≤ 1.

(4) On suppose que la va X est symétrique. Déduire des questions précédentes
que

∀x, y > 0 : P
(
Sn ≥ x , Tn ≤ y

)
≤ e−

x2

2y .

(5) On suppose que la va X est symétrique et bornée, et on pose C = ‖X‖∞. En
observant que Tn ≤ C2n, déduire de (4) que

∀ε > 0 : P
(
Sn
n
≥ ε

)
≤ e−nε

2/2C2

.

Cette inégalité s’appelle l’inégalité de Hoeffding.

Exercice 31. Dans tout l’exercice, on fixe une suite (εi)i∈N de va indépendantes
définies sur (Ω,A,P), à valeurs dans {−1, 1}, et suivant toutes la loi de Rademacher:

P(εi = 1) =
1

2
= P(εi = −1).

On note E ⊆ L∞ l’espace vectoriel engendré par les fonctions εi. Le but de l’exercice
est d’établir le résultat suivant : sur l’espace E, toutes les normes || · ||p, 1 ≤ p <∞
sont équivalentes. (Ce résultat est remarquable car E est de dimension infinie.)

(0) Soit Z =
∑

i∈I aiεi ∈ E , où I ⊆ N est fini. Calculer ‖Z‖22.
(1) Soit Z =

∑
i∈I aiεi ∈ E .

(a) Pour λ ∈ R, calculer E
(
e±λZ

)
et montrer qu’on a E

(
e±λZ

)
≤ e

λ2

2

∑
i a

2
i .

(b) Montrer que pour tout t > 0, on a

P
(
|Z| > t

)
≤ 2 exp

− t2

2
∑
i∈I
a2i

 .

(2) Soit Z =
∑

i∈I aiεi ∈ E , et soit 1 ≤ p < ∞. En utilisant (1) et “la formule
bien connue” pour E(|Z|p), montrer que si ‖Z‖2 = 1, alors ‖Z‖p ≤ Bp, où Bp

est une constante finie dépendant uniquement de p.

(3) Soient toujours Z =
∑

i∈I aiεi ∈ E et 1 ≤ p <∞.

(a) Comparer ‖Z‖p et ‖Z‖2 lorsque p ≥ 2.
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(b) (i) Montrer que si X est une variable aléatoire positive, alors

E(X2) ≤ (E(Xp))2/3 ×
(
E(X6−2p)

)1/3
.

(ii) On suppose que p < 2. En utilisant (i) et en appliquant (2) à un
autre exposant que p, montrer que si ‖Z‖2 = 1, alors ‖Z‖p ≥ Ap pour
une certaine constante Ap > 0 dépendant uniquement de p.

(4) Conclure.

Exercice 32. Soit f : [0, 1] → C une fonction continue. On définit les polynômes
de Bernstein Bnf , n ≥ 1 par

Bnf(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
f

(
k

n

)
xk(1− x)n−k.

Le but de l’exercice est de montrer “de manière probabiliste” que Bnf tend uni-
formément vers f sur [0, 1] quand n→∞.

(1) Soit x ∈ [0, 1] fixé. On considère une suite (Xi)i≥1 de variables aléatoires
indépendantes définies sur le même espace de probabilité et suivant chacune
une loi de Bernoulli de paramètre x. Pour n ∈ N∗, on pose Sn = X1+· · ·+Xn.

(a) Vérifier que Bnf(x)− f(x) = E
[
f
(
Sn
n

)
− f(x)

]
.

(b) Calculer E(Sn
n

) et σ2(Sn
n

), et en déduire que pour tout δ > 0, on a

P
(∣∣∣Sn

n
− x
∣∣∣ ≥ δ

)
≤ 1

4nδ2
·

(2) Pour δ > 0, on pose ωf (δ) = sup
{
|f(v)− f(u)|; |v−u| < δ

}
. Déduire de (1)

que pour tout x ∈ [0, 1], on a

|Bnf(x)− f(x)| ≤ ωf (δ) +
‖f‖∞
2nδ2

·

(3) Conclure.

Exercice 33. On garde les notations de l’exercice 32. Montrer que si la fonction f
est lipschitzienne sur [0, 1], alors il existe une constante C telle que

∀n ≥ 1 : ‖Bnf − f‖∞ ≤
C√
n
·

Exercice 34. On garde les notations de l’exercice 32, et on suppose que la fonction
f est de classe C2 sur [0, 1].
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(1) Soit M = sup {|f ′′(t)|; t ∈ [0, 1]}. Montrer que pour u, x ∈ [0, 1], on peut
écrire

f(u)− f(x) = f ′(x)(u− x) +R(u, x), où |R(u, x)| ≤ M

2
(u− x)2.

(2) Montrer qu’il existe une constante C telle que

∀n ≥ 1 : ‖Bnf − f‖∞ ≤
C

n
·

Exercice 35. Soit f : [0, 1]→ R la fonction définie par f(x) = |x− 1
2
|.

(1) Vérifier que f est lipschitzienne.
(2) Soient Bnf , n ≥ 1 les polynômes de Bernstein associés à f (cf l’Exercice 32).

Soit également (εi)i≥1 une suite de va indépendantes suivant toutes la loi de
Rademacher. Montrer que pour tout n ≥ 1, on a∣∣∣Bnf

(
1/2
)∣∣∣ =

1

2n
E
( ∣∣∣ n∑

i=1

εi

∣∣∣ ).
(3) En utilisant l’Exercice 31, en déduire qu’il existe une constante c > 0 telle

que

∀n ≥ 1 : ‖Bnf − f‖∞ ≥
c√
n
·

Comparer ce résultat à celui de l’Exercice 33.


