L3 Probabilités

Feuille d’exercices n° 4

Exercice 1. Soit N € N* et soit X une va réelle uniformément distribuée sur
I'ensemble A = {1,..., N}. Calculer I'espérance et la variance de X.

Exercice 2. Soit X une va réelle uniformément distribuée sur un intervalle [a, b] C R.
Calculer I'espérance et la variance de X.

Exercice 3. Soit X une va suivant une loi de Poisson de parametre A > 0. Montrer
que si A est un entier, alors

E(1X - ) = %

Exercice 4. Soient X et Y deux va réelles indépendantes et de méme loi p =
$—121[17m[($)d$. On pose U = XY et V = % Déterminer la loi de (U, V), puis

1
calculer E (V_ﬁ> .

Exercice 5. Soit X un va a valeurs dans un intervalle [a, b]. En utilisant le fait que

(b—a)?

0%(X) = 0*(X — ¢) pour toute constante ¢, montrer que o%(X) < =

Exercice 6. Soit (X;);>; une suite de va indépendantes suivant une loi de Bernoulli
de parametre p €]0, 1], définies sur (2,2, P). Soit également a € N* fixé. Pour
n > 1, on pose S, = X; + -+ + X,,. Enfin, pour w € Q, on note T'(w) le plus petit
entier n tel que S, (w) > a s'il en existe un, et on pose T'(w) = oo si S, (w) < a pour
tout n > 1.

(1) Montrer que T est a valeurs dans {a,a + 1,a + 2,...} U {o0}, et que T est
une va.

(2) Montrer que 7' < 0o ps.

(3) Montrer que pour tout £ € N, on a

a+k—1
a—1

P(T:a—i-k:):( )p“(l—p)k.
(4) Quelle formule “bien connue” obtient-on en appliquant (2) et (3)7

a—1

(
(5) On suppose que a > 2. Montrer que E (T—l) =petE (%) > p.
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Exercice 7. Soit (X;);>1 une suite de va réelles indépendantes suivant toutes la loi
uniforme sur [0, 1], définies sur (2,2, P). Pour n € N*, on pose S,, = X7 + - - - + X,,.

(1) Montrer que si S et X sont des va réelles indépendantes, alors

VaeR : P(S+ X < «) —/]P’(S<a—x)d]P’X(:c).
R
En déduire que pour tout a € [0, 1] et pour tout n € N*, on a P(S,, < a) = ‘;—T
(2) Pour n > 2, calculer P(1 — X,, < 5,1 <1).
(3) On définit une va T" a valeurs dans N* U {oco} de la fagon suivante : si w € €,
alors T'(w) est le plus petit entier n tel que S,(w) > 1 sl en existe un, et
T(w) = 00 si Sp(w) < 1 pour tout n > 1. Montrer que E(T") = e.

Exercice 8. Soit X une va réelle, et soit (X;);>1 une suite de va indépendantes et
de méme loi que X (définies sur (2,2, P)). Soit également N une va a valeurs dans
N*  indépendante des X;. Pour n € N*, on pose S,, = X; +---+ X,,. Enfin, on note
Sy la va définie par

SN((,U) = SN(U_,)(OJ> =X+ + XN(w)(w)'

(1) Exprimer Sy comme somme d’une série faisant intervenir N et les S,.
(2) Montrer que si X et N sont dans L', alors Sy € L! et

E(Sy) = E(N)E(X).

Exercice 9. Soit X une va a valeurs dans N.

(1) Justifier que la va = est dans L'.

(2) On note Gx = [—1,1] — R la fonction génératrice de X,

Gx(s) = iIP’(X = k) s*.
k=0

]E(XLH) = /01 Gx(s)ds.

(3) On suppose que X suit une loi binomiale B(n, p). Calculer E(XLH)

Montrer qu’on a

Exercice 10. Dans cet exercice, X est une va réelle.

(1) Montrer qu'il existe au moins un nombre réel m tel que P(X <m) > 1/2 et
P(X > m) > 1/2. On dit qu'un tel m est une médiane de X. (On pourra
considérer m := inf{t € R : Fx(t) > 1/2}.)



(2) Montrer que si m est une médiane de X, alors :

1 1
‘v’x>m:IP’(X§x)2§ et IP(XZx)§§;
1 1
Vx<m:IF’(XZJ:)Z§ et P(ng)gi.
(3) Soit ¥ : R — R la fonction définie par ¥(z) = P(X < z) — P(X > z).

Montrer que si X € L! et si a < b, alors

E(1X — b)) — E(IX —a|) = /ab¢<x) da.

(4) On suppose que X € L'. Déduire des questions précédentes que si m est une
médiane de X, alors

E(|X —m|) = inf {E(|X — ul); u € R}.

Exercice 11. Soit X une va réelle, et soit £ une va indépendante de X et suivant
une loi de Rademacher, i.e. P(e =1) = 1 =P(¢ = —1). On pose Y = &X.

2
(1) Montrer qu'on a E(XY) = E(X)E(Y).
(2) Montrer que si la va X? n’est pas presque stirement constante, alors X et Y
ne sont pas indépendantes.

Exercice 12. Soient X et Y deux va réelles définies sur (2,2, P).

(1) On suppose que X ne peut prendre que 2 valeurs distinctes au plus. Montrer
que si f : R — R est une fonction borélienne quelconque, alors f(X) est
fonction affine de X, i.e. il existe des constantes a et b telles que f(X) =
aX +b.

(2) On suppose que X et Y ne peuvent prendre chacune que 2 valeurs distinctes
au plus. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si E(XY') =
E(X)E(Y).

Exercice 13. Soient X1, ..., Xy des va réelles deux a deux indépendantes et appar-
tenant & L2, de méme moyenne m et de méme variance o2. On pose

Xi+- -+ Xy

X =
N

N
1 —
=S - X
et Vv N1 z‘:1( ; )
Calculer E(X) et E(V).

Exercice 14. Soit X une va réelle définie sur (2,2, P), et soient f,g: R — R deux
fonctions croissantes.



(1) Montrer que si Y est une autre va réelle définie sur (2,2, IP’) alors la va
Z = (f(X)—=f(Y))(9(X)—g(Y)) est positive. On peut donc écrire

E((£(X) — 1)) (s(X) — (1)) = 0.

(2) On suppose que les va f(X) et g(X) sont dans L?. En appliquant (1) & une
va Y indépendante de X et de méme loi que X, montrer qu’on a

E(f(X)g(X)) > E(f(X))E(g(X)).

Exercice 15. Soient X1i,..., X, des va réelles indépendantes suivant des lois nor-
males N (my,0%),...,N(m,,c2). On pose S, = X; + --- + X,,. Déterminer la loi
de

S, —E(S,
, S E(S)
o(Sh)
Exercice 16. Soient a4, ...,a, € R, et soient £1, ..., &, des va a valeurs dans {—1,1},

deux a deux indépendantes et suivant chacune une loi de Rademacher. Calculer

E ((zi;l aisi)Z).

Exercice 17. Soit d € N*, et soient uy,...,uy € R? tels que |lu;|| < 1 pour i =
1,...,N,ou || - || est la norme euclidienne sur R%. Soient également py,...,py €
[0,1]. On pose
N
= szuz
i=1
(1) Soient Xy, ..., Xy des va indépendantes, chaque X; suivant la loi de Bernoulli

B(p;). Montrer qu’on a

E (Hv - iv:Xluz 2) = iv:pi(l — pi)lluil*.

(2) Montrer qu'il existe x1,...,zy € {0,1} tels que

.
H”—ZW ER

<

Exercice 18. (Borel-Cantelli amélioré)

Soit (£2,2,P) un espace de probabilité, et soit (E;);>; une suite d’évenements deuz
a deuz indépendants. On suppose qu'on a » - P(E;) = co. Le but de P'exercice est
de montrer que P(m EZ) = 1. (La subtilité est qu’on ne suppose pas que les E; sont
indépendants. )
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(1) Soit (Sy)n>1 une suite croissante de va réelles positives et appartenant a L.
On suppose que

2(S
E(S,) — oo et IUE(ES’HT;Q — 0 quand n — oo.
(a) Montrer que T), = E(ST”R) tend vers 1 en norme L2

(b) En déduire que S,, — oo presque strement.
(2) Conclure en observant que lim E; = {w € Q; > 1p (w) = 0o}.

Exercice 19. Soit ¢ : R — R une fonction de classe C! telle que ¢’ est intégrable
sur R et ¢(t) — 0 quand t — —oo. Montrer que si Z est une va réelle quelconque,
alors ¢(Z) € L' et

B@(2) = [ P(Z > da

Exercice 20. Soit X une va a valeurs dans N. Montrer que E(X) = Y P(X > n).

n=0

Exercice 21. Soit X une va réelle. On suppose qu’il existe des constantes A, ¢, a, tg >
0 telles que Vt > ty ]P’(]X| > t) < Ae~**". Montrer que X € LP pour tout
p € [1,00].

Exercice 22. Soit X une va réelle suivant la loi N'(0,1). Montrer que X € L? pour
tout p < oo, et calculer E(X*) pour tout k € N.

Exercice 23. Soit a > 0, et soit ¢ : R — [0,a] une fonction borélienne. Montrer
que pour tout 0 < @ < a, on a

E(o(X)) —
P(6(X) > a) > D) —a
a—«
Exercice 24. Soit X une va réelle positive appartenant a L?, et soit « €]0, 1[.
(1) On pose m = E(X). En écrivant X = X 1jqpm 0o[(X) + X L)oo am((X), établir
I'inégalité
(1 —a)m <E(X Ligmeo(X)).
(2) Montrer qu’on a
, E(X)?
E(X?)
(Cette inégalité s’appelle I'inégalité de Paley-Zygmund.)

P(X > aE(X)) > (1-a)
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Exercice 25. Soit X une va réelle appartenant & L?, de moyenne m, et soit (X;);>1
une suite de va indépendantes et de méme loi que X. Pour n > 1, on pose S, =
X1+ -+ X,. En utilisant convenablement I'inégalité de Tchebitchev, montrer que

|Sp, — nm)|

NG

lim < 00 presque surement.

Exercice 26. Soit (X;);en une suite de va réelles indépendantes définies sur (2, 2, P).
On suppose que les X; sont dans L?, qu'elles sont centrées, et qu'on a Y o) 0%(X;) <
oo. Le but de I'exercice est de montrer que la série Y X; converge presque surement.

J
(1) Soient m, N € N, avec N < m. Pour j € {N,...,m}, on pose S; := —ZNXZ

Soit également £ > 0. Le but de cette question est d’établir I'inégalité suivante
(qu’on appelle I'inégalité maximale de Kolmogorov) :

1 &,
P sl ze) <5 o0,
(a) Pour i € {N,...,m}, on pose
B;:={weQ; [Sk(w)| <& pour tout k vérifiant N < k < i}.

Montrer que pour tout w € €2, on a I’équivalence suivante :

> Xi(w)1s @)

=N

max |S;(w)| > e <

> .
N<j<m

(b) Montrer que si N < i < ¢ < m, alors les va Xy et X;1p,1p, sont
indépendantes.
(c) Déduire de (b) qu'on a

(d) Démontrer I'inégalité souhaitée
(2) Déduire de (1) que pour tout € > 0 et pour tout N € N, on a

m 1 &
£
i=N =N

(3) Soit € > 0. Montrer a I’aide de (2) que pour tout N € N, on a

P(EIp,qZN : ZXi(w)‘ >g) < ;‘2 ZUZ(Xi)'

(4) Conclure.



Exercice 27. Soit (a;) une suite de nombres réels telle que > ° a? < oo. En
utilisant 1'Exercice 26, montrer qu’il existe une suite de signes (g;) € {—1,1}" telle

que la série > e;a; est convergente.

Exercice 28. Soit X une va a valeurs dans [—1, 1] et telle que E(X) = 0. Le but de
I’exercice est de montrer que pour tout » > 0, on a
P(|X| > r) <272
(1) Mc;ntrer que pour tout = € [—1,1] et pour tout t € R, on a e < L5Ze ™t +
x+ t
2 ¢

(2) En déduire que pour tout t € R, on a E(eX) < /2,
(3) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 29. Soit X une variable aléatoire bornée, d’espérance nulle, et soit (X;)
une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. Pour n € N*,
on pose S, = X1+---+X,. Le but de 'exercice est de montrer que j—g tend presque
strement vers 0 pour tout o > 1/2.

ustifier que e € pour tout t € K.
1) Justifi X et tout t € R
(2) Soit a > 0. Montrer que pour tout A > 0 et pour tout n > 1, on a

P(|S,| > a) < e’Aa(E(eAX)” + E(e”\X)”) :
(3) Montrer que la fonction ¢ — E(e*) est de classe C* sur R, puis montrer qu’il
existe une constante C telle que Vt € [—1,1] : E(e) <1+ Ct2.

(4) Soit @ > 0. Montrer que pour tout € > 0, pour tout n € N* et pour tout
A €]0,1], on a

P (M > g> < Qe AntetCn\?,

ne« -

(5) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 30. Dans tout 'exercice, X est une va réelles, et X,..., X, sont des va
indépendantes et de méme loi que X. On pose

Spi=X 4+ +X, et T,=X4-+X
(1) Montrer que si S, T sont des va réelles et si x,y,u,v > 0, alors
P(S Z $,T S y) S e—ux+vyE (euS—vT>
(2) Montrer a 'aide de (1) que



(3) Dans cette question, on suppose que la va X est symétrique, ce qui signifie
que P_x = Px. Montrer que

Vu,v >0 : E (e“X’”XQ> =E (ch(uX) e’”X2> ;
et en déduire que
YVu>0 : E (e"X’%W) < 1.
(4) On suppose que la va X est symétrique. Déduire des questions précédentes
que

Va,y >0 : P(SnZI,Tngy) ge_%.

(5) On suppose que la va X est symétrique et bornée, et on pose C' = || X|| . En
observant que T, < C?n, déduire de (4) que

Sh
Ve>0:P (— > 5) < e~ me?/20%
n

Cette inégalité s’appelle 'inégalité de Hoeffding.

Exercice 31. Dans tout 'exercice, on fixe une suite (¢;);eny de va indépendantes
définies sur (2,2, P), a valeurs dans {—1, 1}, et suivant toutes la loi de Rademacher:

1
On note & C L™ I'espace vectoriel engendré par les fonctions ;. Le but de 'exercice
est d’établir le résultat suivant : sur lespace £, toutes les normes || - ||,, 1 <p < 0o

sont équivalentes. (Ce résultat est remarquable car &€ est de dimension infinie.)
(0) Soit Z =", ;ae; € E, ot I C N est fini. Calculer || Z]3.
(1) Soit Z = Z a;&; € E.
2

2
(a) Pour X € R, calculer E (e**¥) et montrer qu'on a E (e**%) < er Xidl,
(b) Montrer que pour tout ¢t > 0, on a

el

t2
iel
(2) Soit Z = >, a;g; € €, et soit 1 < p < oo. En utilisant (1) et “la formule

bien connue” pour E(|Z|P), montrer que si || Z]|s = 1, alors || Z]|, < B,, ou B,
est une constante finie dépendant uniquement de p.

(3) Soient toujours Z = ., a;c; € Eet 1 < p < oo.
(a) Comparer [|Z]|, et || Z]|2 lorsque p > 2.



(b) (i) Montrer que si X est une variable aléatoire positive, alors
E(XQ) < (E(Xp))2/3 « (]E(XG—Qp))l/B .

(ii) On suppose que p < 2. En utilisant (i) et en appliquant (2) a un
autre exposant que p, montrer que si ||Z]|s = 1, alors || Z||, > A, pour
une certaine constante A, > 0 dépendant uniquement de p.

(4) Conclure.

Exercice 32. Soit f : [0,1] — C une fonction continue. On définit les polynémes
de Bernstein B, f, n > 1 par

Bf) =3 (Z) f (%) (1 — 2y,

k=0
Le but de l'exercice est de montrer “de maniere probabiliste” que B, f tend uni-
formément vers f sur [0, 1] quand n — oc.

(1) Soit x € [0,1] fixé. On considere une suite (X;);>; de variables aléatoires
indépendantes définies sur le méme espace de probabilité et suivant chacune
une loi de Bernoulli de parametre . Pour n € N*, on pose S,, = X;+---+X,,.

(a) Vérifier que By f(z) — f(z) = E[ F(E) - f@:)]

(b) Calculer E(22) et 0%(22), et en déduire que pour tout § > 0, on a

n

Sh, 1
In_al>6) < .
P(’n x‘_é)_élnéz
(2) Pour § > 0, on pose wy(8) = sup {|f(v) — f(uw)]; |[v—u| < §}. Déduire de (1)
que pour tout z € [0, 1], on a

1
1Buf(x) — F(@)] < wy(0) + 0

(3) Conclure.

Exercice 33. On garde les notations de I'exercice 32. Montrer que si la fonction f
est lipschitzienne sur [0, 1], alors il existe une constante C' telle que

C
Vn>1: ||Buf = flle < —

NG

Exercice 34. On garde les notations de I'exercice 32, et on suppose que la fonction
f est de classe C? sur [0,1].
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(1) Soit M = sup{|f"(t)|; t € [0,1]}. Montrer que pour u,z € [0, 1], on peut
écrire

flu) = f(z) = f'(x)(u — x) + R(u, ), ol IR(%I)!S%(U—I)Z-

(2) Montrer qu'il existe une constante C' telle que

C
Va1 Baf ~ flle < o

Exercice 35. Soit f : [0,1] — R la fonction définie par f(z) = |z — 1].

(1) Vérifier que f est lipschitzienne.

(2) Soient B, f, n > 1 les polynoémes de Bernstein associés a f (c¢f I'Exercice 32).
Soit également (g;);>1 une suite de va indépendantes suivant toutes la loi de
Rademacher. Montrer que pour tout n > 1, on a

2] = g5([3 )

(3) En utilisant I’Exercice 31, en déduire qu’il existe une constante ¢ > 0 telle
que

C
> : nt — ooZ_
Va2l B~ fle> 7

Comparer ce résultat a celui de I’Exercice 33.



