L3 Probabilités

Devoir de vacances

Exercice 1. On rappelle qu'une va réelle X suit une loi gamma de parametres
(o, \), o a, A > 0, si
)\Ol
Py =——=x
Y T(a)

(1) Soit X une va suivant une loi gamma de parametres (a, \).

a—leo—Az 10,0 (@) d.

(a) Montrer que ¢x(z) := E(e*¥) a un sens pour tout nombre complexe

z vérifiant Im(z) > —\, et que la fonction ¢y est holomorphe sur le
demi-plan U := {z € C; Im(2) > —\}.

(b) Calculer ¢x(iy) pour nombre réel y > —A.

(c) En déduire que Vt € R : ¢x(t) = (52;)", en précisant soigneusement

A—it
le sens de cette formule.

(2) Déduire de (1) que si X et X’ sont deux va indépendantes suivant des lois
gamma de parametres (a, A) et (o, ), alors X + X’ suit une loi gamma de
parametres (a + o/, A).

Exercice 2. Soit (Xj)g>1 une suite de va indépendantes uniformément distribuées
sur [0,9] = {0,1,...,9}. On pose

o0
Xk
Xi= ) —
= 10k
(1) Justifier la définition de X.

(2) Pour n = 1, on pose S,, := 1XT’,§- Montrer que
k=1
Vt e R\2rZ -~ ! -
U2 =TT
PSn 107 1 — gtrom
(3) Calculer px(t) pour t € R\27Z.

(4) Montrer que X est uniformément distribuée sur [0, 1].
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Exercice 3. Soit X une va réelle a densité, Py = p(z)dz. On suppose de plus que p
est une fonction paire, et que X € L*. Soit également (a;)g>1 une suite de nombres
réels positifs, et soit (Xj)r>1 une suite de va indépendantes de lois Py, = pi(x)dz,

ou pp(x) := ip(ﬁ) On suppose que

n n 2
ap =o <(Z ai) ) quand n — 0.

k=1 k=1
Pour n > 1, on pose

S, =X1+--+X, et Op 1=

Le but de I'exercice est de montrer que f—” converge en loi vers une va Z ~ N (0, 1).
(1) Pour n > 1, exprimer la fonction caractéristique de f—" a l'aide de ¢x, de o,
et de aq,...,a,.

(2) Montrer que px est une fonction paire et a valeurs réelles, et qu’il existe § > 0
tel que px(u) € [1/2,3/2] pour tout u € [—0, J].

(3) Montrer que pour u € [—§, 4], on peut écrire

2,2
o
log (px(u)) = ——— +n(u),
ot 0% := 0%(X) et n(u) < Cu? pour une certaine constante C' indépendante
de u.
(4) Pour n > 1, exprimer o2 en fonction de o2 et ay, ..., a,.

(5) Démontrer le résultat souhaité.



