
L3 Probabilités

Devoir de vacances

Exercice 1. On rappelle qu’une va réelle X suit une loi gamma de paramètres
pα, λq, où α, λ ą 0, si

PX “
λα

Γpαq
xα´1e´λx 1s0,8rpxqdx.

(1) Soit X une va suivant une loi gamma de paramètres pα, λq.

(a) Montrer que ϕXpzq :“ EpeizXq a un sens pour tout nombre complexe
z vérifiant Impzq ą ´λ, et que la fonction ϕX est holomorphe sur le
demi-plan U :“ tz P C; Impzq ą ´λu.

(b) Calculer ϕXpiyq pour nombre réel y ą ´λ.

(c) En déduire que @t P R : ϕXptq “
`

λ
λ´it

˘α
, en précisant soigneusement

le sens de cette formule.

(2) Déduire de (1) que si X et X 1 sont deux va indépendantes suivant des lois
gamma de paramètres pα, λq et pα1, λq, alors X `X 1 suit une loi gamma de
paramètres pα ` α1, λq.

Exercice 2. Soit pXkqkě1 une suite de va indépendantes uniformément distribuées
sur J0, 9K “ t0, 1, . . . , 9u. On pose

X :“
8
ÿ

k“1

Xk

10k
¨

(1) Justifier la définition de X.

(2) Pour n ě 1, on pose Sn :“
n
ř

k“1

Xk

10k
¨ Montrer que

@t P Rz2πZ : ϕSnptq “
1

10n
1´ eit

1´ ei
t

10n
¨

(3) Calculer ϕXptq pour t P Rz2πZ.

(4) Montrer que X est uniformément distribuée sur r0, 1s.
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Exercice 3. Soit X une va réelle à densité, PX “ ρpxqdx. On suppose de plus que ρ
est une fonction paire, et que X P L4. Soit également pakqkě1 une suite de nombres
réels positifs, et soit pXkqkě1 une suite de va indépendantes de lois PXk

“ ρkpxqdx,
où ρkpxq :“ 1

ak
ρ
`

x
ak

˘

. On suppose que

n
ÿ

k“1

a4k “ o

˜

´

n
ÿ

k“1

a2k

¯2

¸

quand nÑ 8.

Pour n ě 1, on pose

Sn :“ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn et σn :“

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

σ2pXkq.

Le but de l’exercice est de montrer que Sn

σn
converge en loi vers une va Z „ N p0, 1q.

(1) Pour n ě 1, exprimer la fonction caractéristique de Sn

σn
à l’aide de ϕX , de σn

et de a1, . . . , an.

(2) Montrer que ϕX est une fonction paire et à valeurs réelles, et qu’il existe δ ą 0
tel que ϕXpuq P r1{2, 3{2s pour tout u P r´δ, δs.

(3) Montrer que pour u P r´δ, δs, on peut écrire

log
`

ϕXpuq
˘

“ ´
σ2u2

2
` ηpuq,

où σ2 :“ σ2pXq et ηpuq ď C u4 pour une certaine constante C indépendante
de u.

(4) Pour n ě 1, exprimer σ2
n en fonction de σ2 et a1, . . . , an.

(5) Démontrer le résultat souhaité.


