L3 Intégration

Feuille d’exercices n° 6

Exercice 1. Soit f : R — C une fonction intégrable sur R, et soit « : R — R
une fonction borélienne telle que a(x) > 0 pp. Déterminer, si elle existe, la limite

lim [e e sin?x £(0) d,

n—oo

Exercice 2. Déterminer lim fo (1—|— ) —22 dr et lim fo ( n)nex/Q dz.

n—0o0 n—oo

Exercice 3. Donner un exemple d’une suite de fonctions mesurables f,: R — R,
décroissant vers 0 pour laquelle lim o f,,(x) dz # 0.
n—oo

Exercice 4. Calculer fol 2™ log x dx pour tout entier n > 1, et en déduire ’égalité

oo

1

1 1

/ g 4 _ 1

0 x—1 k?
k=1

Exercice 5. Montrer qu’'on a

(zlog z)?
———dr =2
/0 1+ 22 Z 2n+1

n=1

Exercice 6. En appliquant le théoreme d’interversion série-intégrale aux fonctions
ug 1 [0, 1] — R définies par ug(z) = (—1)k2?*(1 — z), établir la formule

S (=DF _ o log(2)

(2k+1)2k+2) 4 2

k=0
Exercice 7. Montrer que pour tous p,q > 0, on a
[ =Y S
o 1+a9 = “p+ k'q
En déduire que si 0 < p < 1, alors

+o0 P~ 1
d = —2
[y




oo
Exercice 8. Montrer que pour tout a € R, on a [~ S”;(‘”l”) dv =3 2t

n=1

’n.

Exercice 9. Montrer qu’on a Z o + = arctan(l) = §-
n=0
n
Exercice 10. En considérant f,(z) = > e*** montrer que pour tout 6 €
10, 27], on peut écrire
o0

0 0
= —10g‘281ﬂ§‘ .

oo . %) ]
Exercice 11. Dans cet exercice, on calcule > % et > % pour z € [0, 7.
k=1 =

(1) Calculer > coskx pour 0 < z < 7, et en déduire que

k=0
T <= sin(kx) /2 sin(2n + 1)t
o — et g
vz € [0, ] 2 + ; k /0 sin ¢
(2) On pose g(0) =0 et g(t) = = —  pour 0 < ¢ < 7.

(a) Montrer que g est de classe C! sur [0, 7[.
(b) En intégrant par parties, montrer que @ (x fo ) sin(kt) dt tend
vers 0 uniformément sur [0, 7| quand k — oo.
(3) On rappelle que I'intégrale généralisée fooo Sltﬂ dt existe et vaut 7- Déduire de
(1) et (2) que pour tout x €0, 7], on a

(4) En appliquant le théoreme de convergence dominée a la suite (s, ) définie par

n .
sp(t) = 3 ) hontrer pour tout € [0, 7], on a

k=1 F
Z COS Z - _

k=1

2

(5) En utilisant (4) pour une valeur bien choisie de x, déterminer la valeur de la

[o.¢]

— 1

somme S = ) .
n—=
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Exercice 12. Calculer I'intégrale [, := fol(—t log(t))* dt pour tout k € N, en com-
mengant par poser u = — log(¢). En déduire la formule

/1ttdt:in”.
0 n=1

Exercice 13. Pour k € N, calculer I'intégrale I, :== [, the=¥/2dt. (On admet que
Ip = v/2m.) En déduire que pour tout = € R, on a

/ e~ we= 20t = \/2me=" /2,
R

Exercice 14. Soit f,(r) = e ™ — 2¢72"* pour z > 0, et n € N*.

(1) Montrer que f(z) =_° fu(z) est bien défini pour tout = > 0.
(2) Montrer que f et les f, sont intégrables sur |0, col.

(3) Calculer [° f(x)dzx et i ([;° fu(z) dz). Expliquer.

Exercice 15. Soit f : [0,1] — C une fonction intégrable.
(1) On suppose que f possede une limite & gauche en 1. Montrer que

lim n/o o f(2)de = F(17).

n—oo
(2) On suppose que f possede une limite a droite en 0. Montrer que

. 1 h T 4
| e /@) de =507,

Exercice 16. Soit f : [0, 00[— C une fonction intégrable sur [0, co[. Soient également,
() et () deux suites de nombres réels strictement positifs. On suppose que
a, — 0o et que [, admet une limite 5 € ]0, 00] quand n — oo. Déterminer, si elle

existe, la limite lim [ f(B,t) dt.
n—oo

Exercice 17. Soit f une fonction intégrable sur R et soit a > 0. Etudier la con-

vergence de la série ) fR }%‘ dx, puis montrer que pour presque tout € R, on a
lim 122 —
n—oo @ ’

Exercice 18. Soit f : R — C une fonction intégrable, et soit (\,) une suite de
nombres réels positifs vérifiant )" Ai < 0o. Montrer que pour presque tout x € R,

on a lim, o f(A,z) = 0. (On pourra considérer la série Y. |fn|, out fn(z) = f(An2).)
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Exercice 19. Soit F' : R — R une fonction dérivable en tout point. On suppose
que la fonction F’ est bornée (mais pas nécessairement continue). En considérant
les fonctions f,, définies par f,(z) = n(F(z+ 1) — F(x)), montrer que la fonction F’

est borélienne et que pour tous a,b € R, on a F(b) — F(a) = fab F'(t) dt.

Exercice 20. Soit (2,8, ) un espace mesuré, et soit (f,) une suite de fonctions
intégrables sur €2, a valeurs complexes. On suppose que la suite (f,) converge sim-
polement vers une fonction f : €2 — C. On suppose également qu’il existe une
constante C' < oo telle que Vn € N : fQ | ful dp < C. Montrer que la fonction f est
intégrable sur (2.

Exercice 21. Soit (2,8, ) un espace mesuré, et soit (f,) une suite de fonctions
intégrables sur {2, a valeurs complexes. On suppose que la suite ( f,,) converge presque
partout vers une fonction intégrable f : 2 — C.

(1) Montrer qu’on a
i [ (142 = 71 = (ful = D] du= 0.
n—oo 0
(2) En déduire que si [, |f,|dp tend vers [, |f|dp quand n tend vers I'infini,
alors [, |fn — f|dp tend vers 0.

Exercice 22. Soit (Q,%2[, 1) un espace mesuré, et soit f : @ — R* une fonction
mesurable. On suppose qu’on a 0 < fQ fdu < oo. Pour a > 0, déterminer

lim n/ﬂlog 1+ (@ﬂ du(z)

On aura a distinguer 3 cas: 0 < a <1, a =1 et a > 1. Dans le troisieme cas, on
pourra utiliser I'inégalité 1 + u® < (1 + u)®, apres avoir démontrée.

Exercice 23. Soit (£2,B, 1) un espace mesuré, avec p(§2) < oo. Toutes les fonctions
sur ) considérées sont mesurables et a valeurs complexes. On dit qu’une suite de
fonctions (f,,) converge en mesure vers une fonction f si, pour tout € > 0, on a

lim ju({ € 9 |f, (@) - f(@)] = ) = 0.

(1) Montrer qu’une suite (f,) converge en mesure vers une fonction f si et seule-
ment si
lim [ min(1,|f, — f])du=0.

n—o0 Q

(2) En déduire que si une suite (f,,) converge presque partout, alors elle converge
en mesure.



Exercice 24. Soit g : [0,1] — C une fonction continue. On suppose qu’on a

1
/ g(t)e™ dt
0

Le but de I'exercice est de montrer que g = 0.
(1) Soit f une fonction intégrable sur [0, 1], et soit x €]0, 1].
) Montrer que pour tout entier k£ > 1, on a le droit d’écrire

/ U™ centa=) 1)t = i% / O f () dt

n=1

sup < 00.

n>0

En dedu1re qu’on a

d li (_1)n+1 ! kn(z—t) d
f t = Jim ' e f(t)dt
%OO —1 n. 0

(2) En appliquant (1) a f(t) = g(1 —t), montrer qu’on a fl g(t)dt = 0 pour
tout x € [0, 1].
(3) Conclure.

Exercice 25. (sommes de Riemann)

Dans tout l'exercice, f : [a,b] — R est une fonction intégrable (par rapport a la
mesure de Lebesgue). Pour n € N*; on pose

(1) On suppose que f est bornée et que ’ensemble des points de discontinuité de

f est de mesure (de Lebesgue) nulle. Montrer que R, (f) — ff f(t) dt quand
n — oo.

(2) Montrer que si f est lipschitzienne, alors

—/abf(t)dt:O(%>.

(3) On suppose que f est de classe C!. Montrer qu’on a

/abf(t) dt — Ru(f) = b2—na (f(b) = f(a)) +o (%) '

(4) On suppose que f est de classe C2. Déterminer deux constantes a, 3 telles

que ,
_a B 1
/a f(t)dt—Rn(f)_E+ﬁ+o<ﬁ).
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Exercice 26. Soient [a, b] et [c, d] deux intervalles compacts de R, et soit f : [a, b] X
[c,d] — R. On suppose que f est bornée, et qu’elle est séparément intégrable au
sens de Riemann, ce qui signifie ceci : pour tout = € [a, b], la fonction y — f(z,y)
est intégrable au sens de Riemann sur [c,d], et pour tout y € [c,d], la fonction
x +— f(z,y) est intégrable au sens de Riemann sur [a,b]. Le but de 'exercice est de
montrer que les fonctions x fcd f(z,y)dy et y — fab f(z,y)dx sont intégrables au
sens de Riemann sur [a, b] et [c, d] respectivement, et qu'on a

/ab (/cdf(:c,y)dy) dx:/cd(/abf(x7y)d$) ”

(1) Montrer que pour tout y € [¢,d], on a

— n—1 —
[ o= i S s k)

et en déduire que la fonction y — f; f(z,y) dx est Aj-intégrable au sens de
Lebesgue sur [c, d].

(2) Soit F': [a,b] — R la fonction définie par F'(z f f(z,y)dy.

(a) Pour toute toute fonction h : [a,b] — R et pour toute “subdivision
pointée” o = ((Io,xo), . ([N,l,xN,l)) de T'intervalle [a,b], on note
R(h,o) la somme de Riemann pour h associée a o :

=

R(h,0) =Y hxy) [I = ) h(x)|1].

0 (I,x)€o

B
Il

Vérifier que
R(F, ) = /[ () N0,
c,d

ou f, est la fonction x — f(x,y).

(b) En déduire que si (0,)nen est une suite de subdivisions pointées de [a, b]
dont le “pas” tend vers 0, alors

R(F,0,) 22 /[ ) ( / ey d;z:> ().

(3) Démontrer le résultat souhaité.



