L1 Analyse 2

Feuille d’exercices n°® 2

Dans tous les exercices, [a,b] est un intervalle fermé borné de R.

Exercice 1. Soient ¢ une fonction en escalier sur [a, b], et soit @ : [a,b] — R. On
suppose que I'ensemble {t € [a,b]; ¢(t) # @(t)} est fini. Montrer que @ est en escalier

et qu'on a SZ(,@ = SZQZ

Exercice 2. Montrer que si ¢ € £([a, b]), alors ‘S dt‘ dt < S lo(t)| dt.

Exercice 3. Soient I, Ji,...,Jy des intervalles bornés de R. On suppose qu’on
al < Jyu---uJy. Montrer que |I| < |Ji| + -+ + |Ju|. (Suggestion : choisir un
intervalle [a,b] contenant I, Jq, ..., J N, et considérer les fonctions ¢ et ¢ définies sur [a,b]

par o = 17 et 1) = Z;qul 1;..)

Exercice 4. Montrer qu'une fonction f : [a,b] — R est bornée si et seulement si il
existe deux constantes C et Cs telles que Vt € [a,b] : Cy < f(t) < C

Exercice 5. Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions bornées, et soit A € R. Etablir
les résultats suivants.

()S (F+9)<§f+Sget §(f+9) =5 f+ 0
SaAf—)\Saf tSCL)\f—)\Saf pour toute constante A = 0.
(3) Si f < g, alors S_Zf< S_det SZfSXZg.

Exercice 6. Soit f : [a,b] — R la fonction définie par f(¢) = ¢. Le but de I'exercice
est de montrer, en utilisant um’quement la définition de lintégrabilité, que f est

(R)-intégrable sur [a, b] avec SZ ft)dt =% — %
(1) En utilisant des fonctions en escaher bien choisies, montrer que pour tout
N e N*, on a

N-1 D

J Z<a+kb_a> b&a et fféNZ_:l(aJr(kJrl)b]_va)xb;[a.

a k=0




(2) Calculer les deux sommes apparaissant dans (1).
(3) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 7. Soit b > 1, et soit f : [1,b] — R la fonction définie par f(t) =
1/t. Le but de l'exercice est de montrer, en utilisant uniquement la définition de

Uintégrabilité, que f est (R)-intégrable sur [1,b] avec Sl; f(t)dt = In(b).

(1) Montrer que pour tout N € N* il existe un unique e > 0 tel que (1+¢ex)Y =
b, et exprimer €y en fonction de b et N.

(2) Soit N € N*. En utilisant des fonctions en escalier bien choisies, montrer
qu’on a

ff < Nz__jl m (1) = (1 en)t)
et
ff > I;) m (1 +en) = (4 en)).

(3) Calculer les deux sommes apparaissant dans (2), d’abord en fonction de ey,
puis en fonction de b et N.
(4) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 8. Soit A > 0, et soit f : [a,b] — R la fonction définie par f(t) =
eM. Le but de I'exercice est de montrer, en utilisant uniquement la définition de
Uintégrabilité, que f est (R)-intégrable sur [a, b] avec SZ f(t)dt = $(e* —er).

(1) En utilisant des fonctions en escalier bien choisies, montrer que pour tout

N e N* on a
b N-1
b—a b —a
J‘ f > Z e)\(a"rkT) «
La k=0

=

et

b N-1 b
J‘ f < Z ez\(a-‘r(k-i-l)b_Ta) % _ (Z.
a k=0 N

(2) Calculer les deux sommes apparaissant dans (1). (On pourra observer que
eA(a-‘rkb_Ta) _ e)\a(ekb_Ta)k)

(3) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 9. En utilisant I'interprétation géométrique de I'intégrale, déterminer sans
faire aucun calcul les valeurs de I, := Sf tdt, Iy = Sé V1—2dt et Iy := (" _sintdt.
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Exercice 10. Soit f € R([a,b]), et soit f : [a,b] — R. On suppose que ensemble
{t € [a,b]; f(t) # f(t)} est fini. Montrer que f € R([a,b]) et SZf = SZ I

Exercice 11. Soit f : [a,b] — R une fonction (R)-intégrable. Montrer que pour
tout € > 0, on peut trouver une fonction ¢ en escalier telle que SZ |f(t)—p(t)| dt <e.

Exercice 12. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. On suppose que f est (R)-
intégrable sur tout intervalle [u, v] contenu dans l'intervalle ouvert |a, b[. Le but de
'exercice est de montrer que f est (R)-intégrable sur [a, b].

oit n > 0 tel que a+n < b—mn, et soient p e eux fonctions en escalier sur
1) Soit 0 tel b t soient ¢ et ¢ deux foncti li
[a +n,b—n]. Soit également M > 0. On définit deux fonctions en escalier

$,1 : [a,b] = R de la fagon suivante :

o Je@) sta+n<t<b—n o JYt) sta+n<t<b—n
p(t) = {—M sinon et w(t) = M sinon

Exprimer SZ(J — @) en fonction de SZ;Z(w — ), de M et de 7.

(2) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 13. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. On suppose que f ne possede
qu'un nombre fini de points de discontinuité. Montrer que f est (R)-intégrable sur
[a,b]. (Utiliser lexercice 12.)

Exercice 14. Trouver une fonction f : [0,1] — R qui soit bornée avec un seul point
de discontinuité, mais pas réglée.

Exercice 15. Démontrer la linéarité de I'intégrale pour les fonctions a valeurs com-
plexes.

Exercice 16. Soit f : [a,b] — C une fonction (R)-intégrable a valeurs complexes.
Le but de 'exercice est de montrer que la fonction |f| est (R)-intégrable.

(1) Soient u := Re(f) et v := Im(f). Montrer que si 1, 65 sont des fonctions en
escalier (& valeurs réelles) et si on pose ¢ = 601 + i0,, alors

161 = [fI] < 161 — ul + 62 — 0]

(2) Démontrer le résultat souhaité.
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Exercice 17. Le but de l'exercice est de montrer que pour toute fonction (R)-
intégrable f : [a,b] > R, on a

b 1
f f(t)dtzf fla+sh)hds  ouh=0b—a.
a 0

(1) Démontrer le résultat pour une fonction f en escalier en utilisant uniquement
la définition de l'intégrale des fonctions en escalier.
(2) En déduire le résultat pour une fonction (R)-intégrable quelconque.

Exercice 18. Soit f : [a,b] — C une fonction (R)-intégrable.

(1) On suppose que f est continue et qu’il existe un point ¢y € [a,b] tel que
f(to) # 0. Montrer qu’on peut trouver un intervalle non trivial [a, 8] < |a, b]
et une constante n > 0 tels que |f(t)| = n pour tout ¢ € [«, S].

(2) On suppose que f est continue. Montrer que si SZ |f(t)]dt =0, alors f = 0.
(3) Montrer que le résultat de (2) est faux si f n’est pas supposée continue.

Exercice 19. Le but de 'exercice est de montrer que si f, g : [a,b] — R sont des
fonctions (R)-intégrables positives, alors

fmwabfuwjgz.

Ce résultat s’appelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales.
(1) Montrer que si a, f € R, alors aff < 3(o? + (7).
(2) Soient f, g deux fonctions positives et (R)-intégrables sur [a,b]. Déduire de
(1) que pour tout A >0, on a

b )\b2 1 b2
* <= — .
(- [ ta<5] reg ]

(3) On suppose que SZ f2#0. Etudier la fonction de A apparaissant au second
membre de (*), et en déduire I'inégalité souhaitée.

(4) Démontrer I'inégalité souhaitée dans le cas ol SZ f2=0.

Exercice 20. Pour toute fonction (R)-intégrable f : [a,b] — C, on définit une
fonction f : R — C comme suit :

- b
VAeR : f()\) = f f(t)e ™dt.

~

Le but de l'exercice est de montrer que f(A) — 0 quand A — +oo, pour toute
f € R([a,b]). Ce résultat s’appelle le lemme de Riemann-Lebesgue.
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(0) Expliquer pourquoi il suffit de démontrer le résultat pour une fonction f a
valeurs réelles.

(1) Montrer que le lemme de Riemann-Lebesgue est vrai pour toute fonction f
en escalier.

(2) Montrer que pour toute fonction u € R([a,b]) et pour tout A € R, on a
AN < §, lu(t)] dt.

(3) Soit f une fonction (R)-intégrable sur [a,b] (& valeurs réelles), et soit € > 0.
En utilisant (2) et I’'Exercice 11, montrer que pour tout € > 0, on peut trouver
une fonction ¢ en escalier telle que

~

VAER : |[fN)] < |\ +¢.

(4) Démontrer le lemme de Riemann-Lebesgue pour une fonction (R)-intégrable
f générale (a valeurs réelles).

Exercice 21. Soit F' : R — R définie par F'(0) := 0 et F(z) := z?sin(1/z) pour
x # 0. Montrer que F est dérivable en tout point mais n’est pas de classe C*.

Exercice 22. Soit f : R — R la fonction définie par f(x) =0six <0et f(z) =1
si x = 0. Montrer que f ne possede pas de primitive.

Exercice 23. Pour a € R et n € N, calculer I'intégrale I, ,, := §; e* sin(nt) dt.

n
1
Exercice 24. Pour n € N*, on pose H,, = 2 T
k=1
(1) En utilisant convenablement la relation de Chasles, montrer qu'on a

n+1 dt n dt
[—
1t 1t
(2) En déduire que H, est équivalent & In(n) quand n — o0; autrement dit, que
H,
— — 1 quand n — 0.
In(n)
Exercice 25. Soit a €]0,1[. Pour n € N*, on pose S, = >, _, k% En raisonnant
comme dans I"’Exercice 24, montrer que .5, est équivalent a ﬁ n'=® quand n — 0.
Exercice 26. Soit f : R — R une fonction continue, et soient o, 5 : R — R deux
fonctions dérivables. On pose g(x) := Sg Ei; f(t)dt. Montrer que g est dérivable sur
R et déterminer sa dérivée.
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Exercice 27. Soit f : [a,b] — C une fonction continue On suppose qu’on a

SZ | f(t)] dt = 0. Montrer que la fonction F' définie par F(z) := {7 |f(t)| dt est iden-
tiquement nulle, et en déduire que f = 0.

Exercice 28. Soit f : R — R une fonction continue, et soit ¢ : R — R la fonction
définie par

o(x) = JI sin(z —t)f(t) dt.

0
Montrer que ¢ est solution de I’équation différentielle ¢” + ¢ = f.

Exercice 29 Soit f : [0, 0] — R une fonction continue et croissante. Pour x > 0,
on pose g(r) =+ So t) dt. Montrer que la fonction g est croissante.

Exercice 30. Soit f : R — C une fonction continue. Déterminer, si elle existe, la
limite de & SHI )dt quand z — 0.

Exercice 31. Soit f: Rt — C une fonction continue, et soit ¢ > 0.
(1) On suppose que f(t) tend vers 0 quand ¢ — co. Montrer que SA = B dt tend
vers 0 quand A — 0.

(2) On supose que f admet une limite [ € C en +oo. Montrer que A fT)dt
admet une limite quand A — oo et préciser la valeur de cette limite.

Exercice 32. Soient a,b vérifiant 0 < a < b. Ecrire In(b) — In(a) sous forme d’'une
intégrale, et en déduire I'inégalité

b—a

Vab

(Utiliser linégalité de Cauchy-Schwarz; voir I’Ezercice 19.)

In(b) — In(a) <

Exercice 33. Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C! vérifiant f(0) = 0 = f(1),
et soit a > 0.
(1) On pose ¢(t) = t*f(t). Pour t > 0, exprimer f'(¢) en fonction de ¢(t) et de
¢ (t), puis montrer que

B ()2 = 19/(1)? — 200(0)6/ (1) + 0% (1)
(2) Démontrer 'inégalité suivante :
1

1
f t2a+1f/(t)2 dt > 062 J t2a_1f<t)2 dt )
0

0



Exercice 34. Montrer que Vz > 0 : arctan(x) + arctan(l/xz) = % et Yo < 0
arctan(x) + arctan(1l/z) = —7-

Exercice 35. Soit a > 0. Montrer que
Toodt 1
VreR : J =—arctan<z>.

0 G2+t a a

Exercice 36. Dans cet exercice, on considere la fonction F': R — R définie par

v 1 1
Fa) :Jo <\/1+t2 - ¢1+t4>dt

(1) Etudier le sens de variation F.

(2) Montrer que F' est impaire.

(3) En utilisant les inégalités 1+ < (14¢)? (valable pour t = 0) et 1+¢* > t* et
en considérant F'(z)— F (1), montrer que F(z) tend vers +o0 quand z — +0.

(4) Tracer le graphe de F.

Exercice 37. Soit I un intervalle ouvert de R, et soit f : I — R une fonction réglée.
Soit également xg € I, et soit F': I — R la fonction définie par F(z) := Szo f(t)dt.
Montrer que F est dérivable a gauche et a droite en tout point.

Exercice 38. Soit I un intervalle de R, et soit f : I — R une fonction croissante.
Soit également g € I, et soit F': [ — R la fonction définie par F(z) := Szo f(t)dt.

(1) Soient u,v e I avec u < v, et A € [0,1]. On pose z, := (1 — X\)u+ Av. Vérifier
que u < z), <vetquona

F(za) — (1= NF(u) + AF(v)) = (1- ) f fo Af £

(2) Montrer que pour tous x,y € I et pour tout A € [0,1], on a
F(1=XNz+Xy) < (1=XNF(z)+ AF(y).

(Une fonction F vérifiant cette propriété est dite convexe.)

Exercice 39. Soit F': [a,b] — R une fonction dérivable en tout point. On suppose
que la fonction F” est intégrable au sens de Riemann sur [a, b]. Le but de 'exercice
est de montrer qu'on a SZ F'(t)dt = F(b) — F(a). (La subtilité est qu'on ne suppose
pas que F’ est continue sur [a, b].)

(1) Soient ¢ une fonction en escalier sur [a, b] telle que ¢ < F’. Soit également

S = (sg,...,Sy) une subdivision de [a,b] adaptée a ¢. Montrer qu'on a
§o ¢ < F(sga1) — F(s) pour tout k € [0, N — 1].



(2) Montrer que si ¢ et 1 sont des fonctions en escalier telles que p < F’ < 9,
alors SZ o < F(b) — F(a) < Szw
(3) Démontrer le résultat souhaité.



