
L1 Analyse 2

Feuille d’exercices no 2

Dans tous les exercices, ra, bs est un intervalle fermé borné de R.

Exercice 1. Soient ϕ une fonction en escalier sur ra, bs, et soit rϕ : ra, bs Ñ R. On
suppose que l’ensemble tt P ra, bs; ϕptq ‰ rϕptqu est fini. Montrer que rϕ est en escalier

et qu’on a
şb

a
ϕ “

şb

a
rϕ.

Exercice 2. Montrer que si ϕ P Epra, bsq, alors
ˇ

ˇ

ˇ

şb

a
ϕptq dt

ˇ

ˇ

ˇ
dt ď

şb

a
|ϕptq| dt.

Exercice 3. Soient I, J1, . . . , JN des intervalles bornés de R. On suppose qu’on
a I Ď J1 Y ¨ ¨ ¨ Y JM . Montrer que |I| ď |J1| ` ¨ ¨ ¨ ` |JM |. (Suggestion : choisir un

intervalle ra, bs contenant I, J1, . . . , JN , et considérer les fonctions ϕ et ψ définies sur ra, bs

par ϕ “ 1I et ψ “
řN
k“1 1Jk .)

Exercice 4. Montrer qu’une fonction f : ra, bs Ñ R est bornée si et seulement si il
existe deux constantes C1 et C2 telles que @t P ra, bs : C1 ď fptq ď C2.

Exercice 5. Soient f, g : ra, bs Ñ R deux fonctions bornées, et soit λ P R. Établir
les résultats suivants.

(1)
şb

a
pf ` gq ď

şb

a
f `

şb

a
g et

şb

a
pf ` gq ě

şb

a
f `

şb

a
g.

(2)
şb

a
λf “ λ

şb

a
f et

şb

a
λf “ λ

şb

a
f pour toute constante λ ě 0.

(3) Si f ď g, alors
şb

a
f ď

şb

a
g et

şb

a
f ď

şb

a
g.

Exercice 6. Soit f : ra, bs Ñ R la fonction définie par fptq “ t. Le but de l’exercice
est de montrer, en utilisant uniquement la définition de l’intégrabilité, que f est

(R)-intégrable sur ra, bs avec
şb

a
fptq dt “ b2

2
´ a2

2
.

(1) En utilisant des fonctions en escalier bien choisies, montrer que pour tout
N P N˚, on a

ż b

a

f ě
N´1
ÿ

k“0

´

a` k
b´ a

N

¯

ˆ
b´ a

N
et

ż b

a

f ď
N´1
ÿ

k“0

´

a` pk` 1q
b´ a

N

¯

ˆ
b´ a

N
¨

1
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(2) Calculer les deux sommes apparaissant dans (1).
(3) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 7. Soit b ą 1, et soit f : r1, bs Ñ R la fonction définie par fptq “
1{t. Le but de l’exercice est de montrer, en utilisant uniquement la définition de

l’intégrabilité, que f est (R)-intégrable sur r1, bs avec
şb

1
fptq dt “ lnpbq.

(1) Montrer que pour tout N P N˚, il existe un unique εN ą 0 tel que p1`εNq
N “

b, et exprimer εN en fonction de b et N .
(2) Soit N P N˚. En utilisant des fonctions en escalier bien choisies, montrer

qu’on a
ż b

1

f ď
N´1
ÿ

k“0

1

p1` εNqk

´

p1` εNq
k`1

´ p1` εNq
k
¯

et
ż b

1

f ě
N´1
ÿ

k“0

1

p1` εNqk`1

´

p1` εNq
k`1

´ p1` εNq
k
¯

.

(3) Calculer les deux sommes apparaissant dans (2), d’abord en fonction de εN ,
puis en fonction de b et N .

(4) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 8. Soit λ ą 0, et soit f : ra, bs Ñ R la fonction définie par fptq “
eλt. Le but de l’exercice est de montrer, en utilisant uniquement la définition de

l’intégrabilité, que f est (R)-intégrable sur ra, bs avec
şb

a
fptq dt “ 1

λ
peλb ´ eλaq.

(1) En utilisant des fonctions en escalier bien choisies, montrer que pour tout
N P N˚, on a

ż b

a

f ě
N´1
ÿ

k“0

eλpa`k
b´a
N
q
ˆ
b´ a

N

et
ż b

a

f ď
N´1
ÿ

k“0

eλpa`pk`1q
b´a
N
q
ˆ
b´ a

N
¨

(2) Calculer les deux sommes apparaissant dans (1). (On pourra observer que

eλpa`k
b´a
N
q “ eλa

`

eλ
b´a
N

˘k
.)

(3) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 9. En utilisant l’interprétation géométrique de l’intégrale, déterminer sans
faire aucun calcul les valeurs de I1 :“

ş2

1
t dt, I2 :“

ş1

0

?
1´ t2 dt et I3 :“

şπ

´π
sin t dt.
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Exercice 10. Soit f P Rpra, bsq, et soit rf : ra, bs Ñ R. On suppose que l’ensemble

tt P ra, bs; rfptq ‰ fptqu est fini. Montrer que rf P Rpra, bsq et
şb

a
rf “

şb

a
f .

Exercice 11. Soit f : ra, bs Ñ R une fonction (R)-intégrable. Montrer que pour

tout ε ą 0, on peut trouver une fonction ϕ en escalier telle que
şb

a
|fptq´ϕptq| dt ă ε.

Exercice 12. Soit f : ra, bs Ñ R une fonction bornée. On suppose que f est (R)-
intégrable sur tout intervalle ru, vs contenu dans l’intervalle ouvert sa, br. Le but de
l’exercice est de montrer que f est (R)-intégrable sur ra, bs.

(1) Soit η ą 0 tel que a`η ď b´η, et soient ϕ et ψ deux fonctions en escalier sur
ra ` η, b ´ ηs. Soit également M ě 0. On définit deux fonctions en escalier

rϕ, rψ : ra, bs Ñ R de la façon suivante :

rϕptq :“

"

ϕptq si a` η ď t ď b´ η
´M sinon

et rψptq :“

"

ψptq si a` η ď t ď b´ η
M sinon

Exprimer
şb

a
p rψ ´ rϕq en fonction de

şb´η

a`η
pψ ´ ϕq, de M et de η.

(2) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 13. Soit f : ra, bs Ñ R une fonction bornée. On suppose que f ne possède
qu’un nombre fini de points de discontinuité. Montrer que f est (R)-intégrable sur
ra, bs. (Utiliser l’exercice 12.)

Exercice 14. Trouver une fonction f : r0, 1s Ñ R qui soit bornée avec un seul point
de discontinuité, mais pas réglée.

Exercice 15. Démontrer la linéarité de l’intégrale pour les fonctions à valeurs com-
plexes.

Exercice 16. Soit f : ra, bs Ñ C une fonction (R)-intégrable à valeurs complexes.
Le but de l’exercice est de montrer que la fonction |f | est (R)-intégrable.

(1) Soient u :“ Repfq et v :“ Impfq. Montrer que si θ1, θ2 sont des fonctions en
escalier (à valeurs réelles) et si on pose φ “ θ1 ` iθ2, alors

ˇ

ˇ|φ| ´ |f |
ˇ

ˇ ď |θ1 ´ u| ` |θ2 ´ v|.

(2) Démontrer le résultat souhaité.
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Exercice 17. Le but de l’exercice est de montrer que pour toute fonction (R)-
intégrable f : ra, bs Ñ R, on a

ż b

a

fptq dt “

ż 1

0

fpa` shqhds où h “ b´ a.

(1) Démontrer le résultat pour une fonction f en escalier en utilisant uniquement
la définition de l’intégrale des fonctions en escalier.

(2) En déduire le résultat pour une fonction (R)-intégrable quelconque.

Exercice 18. Soit f : ra, bs Ñ C une fonction (R)-intégrable.

(1) On suppose que f est continue et qu’il existe un point t0 P ra, bs tel que
fpt0q ‰ 0. Montrer qu’on peut trouver un intervalle non trivial rα, βs Ď ra, bs
et une constante η ą 0 tels que |fptq| ě η pour tout t P rα, βs.

(2) On suppose que f est continue. Montrer que si
şb

a
|fptq| dt “ 0, alors f “ 0.

(3) Montrer que le résultat de (2) est faux si f n’est pas supposée continue.

Exercice 19. Le but de l’exercice est de montrer que si f, g : ra, bs Ñ R sont des
fonctions (R)-intégrables positives, alors

ż b

a

fg ď

d

ż b

a

f 2 ˆ

d

ż b

a

g2 .

Ce résultat s’appelle l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales.

(1) Montrer que si α, β P R, alors αβ ď 1
2
pα2 ` β2q.

(2) Soient f, g deux fonctions positives et (R)-intégrables sur ra, bs. Déduire de
(1) que pour tout λ ą 0, on a

(˚)

ż b

a

fg ď
λ

2

ż b

a

f 2
`

1

2λ

ż b

a

g2.

(3) On suppose que
şb

a
f 2 ‰ 0. Étudier la fonction de λ apparaissant au second

membre de (˚), et en déduire l’inégalité souhaitée.

(4) Démontrer l’inégalité souhaitée dans le cas où
şb

a
f 2 “ 0.

Exercice 20. Pour toute fonction (R)-intégrable f : ra, bs Ñ C, on définit une

fonction pf : RÑ C comme suit :

@λ P R : pfpλq “

ż b

a

fptqe´iλtdt.

Le but de l’exercice est de montrer que pfpλq Ñ 0 quand λ Ñ ˘8, pour toute
f P Rpra, bsq. Ce résultat s’appelle le lemme de Riemann-Lebesgue.
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(0) Expliquer pourquoi il suffit de démontrer le résultat pour une fonction f à
valeurs réelles.

(1) Montrer que le lemme de Riemann-Lebesgue est vrai pour toute fonction f
en escalier.

(2) Montrer que pour toute fonction u P Rpra, bsq et pour tout λ P R, on a

|pupλq| ď
şb

a
|uptq| dt.

(3) Soit f une fonction (R)-intégrable sur ra, bs (à valeurs réelles), et soit ε ą 0.
En utilisant (2) et l’Exercice 11, montrer que pour tout ε ą 0, on peut trouver
une fonction ϕ en escalier telle que

@λ P R : | pfpλq| ď |pϕpλq| ` ε .

(4) Démontrer le lemme de Riemann-Lebesgue pour une fonction (R)-intégrable
f générale (à valeurs réelles).

Exercice 21. Soit F : R Ñ R définie par F p0q :“ 0 et F pxq :“ x2 sinp1{xq pour
x ‰ 0. Montrer que F est dérivable en tout point mais n’est pas de classe C1.

Exercice 22. Soit f : R Ñ R la fonction définie par fpxq “ 0 si x ă 0 et fpxq “ 1
si x ě 0. Montrer que f ne possède pas de primitive.

Exercice 23. Pour a P R et n P N, calculer l’intégrale Ia,n :“
şπ

0
eat sinpntq dt.

Exercice 24. Pour n P N˚, on pose Hn “

n
ÿ

k“1

1

k
¨

(1) En utilisant convenablement la relation de Chasles, montrer qu’on a
ż n`1

1

dt

t
ď Hn ď 1`

ż n

1

dt

t
¨

(2) En déduire que Hn est équivalent à lnpnq quand nÑ 8; autrement dit, que

Hn

lnpnq
Ñ 1 quand nÑ 8.

Exercice 25. Soit α P s0, 1r. Pour n P N˚, on pose Sn “
řn
k“1

1
kα
¨ En raisonnant

comme dans l’Exercice 24, montrer que Sn est équivalent à 1
1´α

n1´α quand nÑ 8.

Exercice 26. Soit f : R Ñ R une fonction continue, et soient α, β : R Ñ R deux

fonctions dérivables. On pose gpxq :“
şβpxq

αpxq
fptq dt. Montrer que g est dérivable sur

R et déterminer sa dérivée.
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Exercice 27. Soit f : ra, bs Ñ C une fonction continue. On suppose qu’on a
şb

a
|fptq| dt “ 0. Montrer que la fonction F définie par F pxq :“

şx

a
|fptq| dt est iden-

tiquement nulle, et en déduire que f “ 0.

Exercice 28. Soit f : R Ñ R une fonction continue, et soit φ : R Ñ R la fonction
définie par

φpxq :“

ż x

0

sinpx´ tqfptq dt .

Montrer que φ est solution de l’équation différentielle φ2 ` φ “ f .

Exercice 29. Soit f : r0,8rÑ R une fonction continue et croissante. Pour x ą 0,
on pose gpxq :“ 1

x

şx

0
fptq dt. Montrer que la fonction g est croissante.

Exercice 30. Soit f : R Ñ C une fonction continue. Déterminer, si elle existe, la
limite de 1

x

ş1`x

1´x
fptq dt quand xÑ 0`.

Exercice 31. Soit f : R` Ñ C une fonction continue, et soit c ą 0.

(1) On suppose que fptq tend vers 0 quand t Ñ 8. Montrer que
şcA

A
fptq
t
dt tend

vers 0 quand AÑ 8.

(2) On supose que f admet une limite l P C en `8. Montrer que
şcA

A
fptq
t
dt

admet une limite quand AÑ 8 et préciser la valeur de cette limite.

Exercice 32. Soient a, b vérifiant 0 ă a ă b. Écrire lnpbq ´ lnpaq sous forme d’une
intégrale, et en déduire l’inégalité

lnpbq ´ lnpaq ď
b´ a
?
ab
¨

(Utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz; voir l’Exercice 19.)

Exercice 33. Soit f : r0, 1s Ñ R une fonction de classe C1 vérifiant fp0q “ 0 “ fp1q,
et soit α ą 0.

(1) On pose φptq “ tαfptq. Pour t ą 0, exprimer f 1ptq en fonction de φptq et de
φ1ptq, puis montrer que

t2α`1f 1ptq2 “ tφ1ptq2 ´ 2αφptqφ1ptq ` α2t2α´1fptq2.

(2) Démontrer l’inégalité suivante :
ż 1

0

t2α`1f 1ptq2 dt ě α2

ż 1

0

t2α´1fptq2 dt .
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Exercice 34. Montrer que @x ą 0 : arctanpxq ` arctanp1{xq “ π
2

et @x ă 0 :
arctanpxq ` arctanp1{xq “ ´π

2
¨

Exercice 35. Soit a ą 0. Montrer que

@x P R :

ż x

0

dt

a2 ` t2
“

1

a
arctan

´x

a

¯

.

Exercice 36. Dans cet exercice, on considère la fonction F : RÑ R définie par

F pxq “

ż x

0

´ 1
?

1` t2
´

1
?

1` t4

¯

dt.

(1) Étudier le sens de variation F .
(2) Montrer que F est impaire.
(3) En utilisant les inégalités 1`t2 ď p1`tq2 (valable pour t ě 0) et 1`t4 ě t4 et

en considérant F pxq´F p1q, montrer que F pxq tend vers `8 quand xÑ `8.
(4) Tracer le graphe de F .

Exercice 37. Soit I un intervalle ouvert de R, et soit f : I Ñ R une fonction réglée.
Soit également x0 P I, et soit F : I Ñ R la fonction définie par F pxq :“

şx

x0
fptq dt.

Montrer que F est dérivable à gauche et à droite en tout point.

Exercice 38. Soit I un intervalle de R, et soit f : I Ñ R une fonction croissante.
Soit également x0 P I, et soit F : I Ñ R la fonction définie par F pxq :“

şx

x0
fptq dt.

(1) Soient u, v P I avec u ď v, et λ P r0, 1s. On pose zλ :“ p1´λqu`λv. Vérifier
que u ď zλ ď v et qu’on a

F pzλq ´
`

p1´ λqF puq ` λF pvq
˘

“ p1´ λq

ż zλ

u

f ´ λ

ż v

zλ

f .

(2) Montrer que pour tous x, y P I et pour tout λ P r0, 1s, on a

F
`

p1´ λqx` λy
˘

ď p1´ λqF pxq ` λF pyq .

(Une fonction F vérifiant cette propriété est dite convexe.)

Exercice 39. Soit F : ra, bs Ñ R une fonction dérivable en tout point. On suppose
que la fonction F 1 est intégrable au sens de Riemann sur ra, bs. Le but de l’exercice

est de montrer qu’on a
şb

a
F 1ptq dt “ F pbq ´ F paq. (La subtilité est qu’on ne suppose

pas que F 1 est continue sur ra, bs.)

(1) Soient ϕ une fonction en escalier sur ra, bs telle que ϕ ď F 1. Soit également
S “ ps0, . . . , sNq une subdivision de ra, bs adaptée à ϕ. Montrer qu’on a
şsk`1

sk
ϕ ď F psk`1q ´ F pskq pour tout k P J0, N ´ 1K.
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(2) Montrer que si ϕ et ψ sont des fonctions en escalier telles que ϕ ď F 1 ď ψ,

alors
şb

a
ϕ ď F pbq ´ F paq ď

şb

a
ψ.

(3) Démontrer le résultat souhaité.


