L3 Probabilités

Examen du 18 Juin 2018
Durée : 3h

Cet examen est constitué uniquement de “questions de cours”

Notations. Toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur le méme espace
de probabilité (©2,2(,P). Si X est une va réelle, on note Fx sa fonction de répartition
et wx sa fonction caractéristique.

(1) Une population est constituée d’individus de types A, B et C. Il y a 20%
d’individus de type A, 30% d’individus de type B et 50% d’individus de type
C. On sait que 90% des individus de type A, 80% des individus de type B et
10% des individus de type C aiment le chocolat. Déterminer la probabilité
qu’un individu soit de type C sachant qu’il n’aime pas le chocolat.

(2) Soit Z une va réelle uniformément distribuée sur [0, 1]. Déterminer la prob-
abilité que le polynome P(z) = z* + r + Z admette deux racines réelles
distinctes.

(3) Soit X une va suivant une loi exponentielle de parametre A > 0. Déterminer
la loi de Y = eX.

(4) Soient X et Y deux va indépendantes. On suppose que Y est uniformément
distribuée sur ]0, 1[, et que X suit la loi 2151}y o((z) dz. Déterminer la loi
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(5) Soit X une va réelle. Montrer que si Fiy est de classe C* sur R, alors X est a
densité. La réciproque est-elle vraie?

(6) Soit (X;);>0 une suite de va indépendantes a valeurs dans un univers (A, B).
On suppose que les X; suivent toutes la méme loi p. Soit également T une va a
valeurs dans N* telle que pour tout n € N*, ’évenement {T' = n} appartient a
la tribu o(Xo, ..., X,_1). On définit une application X7 = {2 — A en posant
Vw e Q : Xp(w) = Xp)(w). Justifier que X7 est une va, puis montrer que
]PXT = Uu.

(7) Calculer I'espérance d’une va suivant une loi de Poisson de parametre A > 0,
et la variance d’'une va uniformément distribuée sur un intervalle [a, b] C R.

(8) Soit X une va réelle. On suppose qu’il existe des constantes ¢, > 0 telles
que e XI* € L', En utilisant la formule d’intégration par parties et I'inégalité
de Markov, montrer que X € L” pour tout p < oco.
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(9) Soit (Z,,)n>1 une suite de va réelles. On suppose que les Z,, sont dans L? pour
un certain p > 1, et que la suite (Z,) est bornée en norme LP. Montrer que
% tend presque stirement vers 0.

(10) Soit (X;);>1 une suite de va deux & deux indépendantes, appartenant a L? et
centrées. On suppose que la suite (X;) est bornée en norme L?. Pour n > 1,
on pose S, = X1+ -+ X,,. Montrer que % tend vers 0 en norme L.

(11) Soit A > 0, et pour n € N*, soit Z, une va suivant la loi binomiale B(n,2).
Montrer que (X,,) converge en loi vers une va suivant la loi de Poisson P ().

(12) Montrer que pour une suite de va réelles, la convergence en norme L' entraine
la convergence en probabilité et la convergence en probabilité entraine la
convergence en loi.

(13) Soit (X,,) une suite de va réelles. Montrer que si (X,,) converge en loi vers 0,
alors (X,,) converge en probabilité vers 0.

(14) Soit f :]0, co[— R une fonction continue bornée, et soit A > 0. En considérant
une suite (X;);>1 de variables indépendantes suivant la loi de Poisson de
parametre A et en appliquant la loi des grands nombres, montrer qu’on a
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(15) On joue une infinité de fois a pile ou face. Pour n > 1, on note P, le nombre
de “piles” obtenus apres n lancers, F), le nombre de “faces” obtenus apres n
lancer, et on pose A,, = P, — F,,. Soient également a < b donnés. En utilisant
le théoreme limite central, déterminer la limite de P(y/na < A, < /nb)
quand n — oo.

(16) Soit X et Y deux va réelles indépendantes, et soit Z = XY. Montrer que
pour tout t € R, on a p(t) = [, ¢y (at) dPx(x); puis calculer ¢z (t) dans le
cas o X et Y suivent la loi N(0,1).

(17) Soit X une va réelle telle que px est dérivable en 0, et soit (X;);>1 une suite
de va indépendantes et de meéme loi que X. Pour n € N*  on pose S, = X; +
-+ X,,. En utilisant les fonctions caractéristiques et le développement limité

de px en 0, montrer que % converge en loi vers la constante m = ¢ (0).

(18) Soit X et Y deux va réelles indépendantes suivant la loi N'(0,1). En util-
isant les fonctions caractéristiques, montrer que les va X +Y et X — Y sont
indépendantes.




