L3 Intégration

Feuille d’exercices n° 8

Exercice 1. Soient, R, h > 0, et soit C(R,h) C R? le cone de hauteur h basé sur le
disque de centre 0 et de rayon R situé dans le plan des (z,y). Calculer le volume de
C(R,h).

Exercice 2. Soit B un borélien de R?, et soit h > 0. En considérant B comme
un borélien de R? contenu dans le plan des (z,y), on note C(B,h) C R? le cone de
hauteur h et de base B. Calculer le volume de C(B, h) en fonction de h et de \o(B).

Exercice 3. Soit R > 0. On pose B(R) = {(z,y, z,t) € R, 22 +y? + 2% +* < R?}.
Calculer \y(B(R)).

Exercice 4. Soit f :]0,1[x]0,1[— R la fonction définie par

2% — 2

f(x,y) = @y

Montrer que les deux intégrales itérées fol <f01 flz,y) dy) dx et fol (fol flz,y) dx) dy
existent mais ne sont pas égales. Ceci contredit-il le théoreme de Fubini?

Exercice 5. Soit f : R — R une fonction borélienne, et soit G le graphe de f.
Montrer que Ay(Gy) = 0.

dxdy

Exercice 6. Calculer l'intégrale J = JiO V(X101 71y

Exercice 7. Calculer J = [, &% ot Q= {(z,y) e R} > 1let 1/ <y < a}.

22y

Exercice 8. Soit a > 0, et soit Q = {(x,y) € R* z < aet x+y < a}. Calculer
Vintégrale J = [, e**dxdy.

Exercice 9. Soit Q = {(z,9,2) e R 0 <z <y <1let0 <z <yz} Calculer
J = fQ 23y2% dedydz.

Exercice 10. Montrer que la fonction f définie par f(x,y) = 8:511—\/17(:2?’) est intégrable

sur Q =10, 00[x]0, 00|, et calculer J = [, f(x,y) dzdy.
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Exercice 11. Soit f une fonction borélienne positive sur R?. Pour o > 0, on note
D, le disque de centre (0,0) et de rayon o dans R?, et on pose

gla) = %/D f(z,y) dzdy.

) oo _ f(z.y)
Montrer qu'on a [~ g(a)do = [, W dxdy.
Exercice 12. Soient f et g deux fonctions croissantes sur un intervalle I = [a, b] C R.

(1) Montrer qu'on a (f(z) — f(y))(g(x) — g(y)) > 0 pour tout (z,y) € I x I.
(2) En déduire, en considérant [, ,(f(z) — f(y))(g(x) — g(y)) dzdy, qu'on a

Jro= () (o)

Exercice 13. Soient f et g deux fonctions positives sur un intervalle I = [a,b] C R,
avec de plus g(t) > 0 sur |a, b] On suppose que f est croissante et que g est
décroissante. On définit F, G : [a,b] — R par

/f Ddt et G(x):/:g(t)dt.

(1) Justifier que h(z) = GE g est bien défini sur ]a, b].

(2) Vérifier que si z,y € [a, b, alors

F)6la) = Fa) Gly) = [ twydu [ ) do— ["gtwyav [ fu)au

(3) Montrer que la fonction h est croissante sur |a, b].

Exercice 14. Soit f une fonction borélienne positive sur R?, et soit ¢ : RT — R¥
une fonction croissante de classe C! nulle en 0. En utilisant le théoréeme fondamental
de I'analyse et le théoreme de Fubini, montrer qu’on a

/]Rd o(f(r))dr = /Ooo <,0/(t) MN({z € Rd; f(x) >t})dt

Exercice 15. (formule d’intégration par parties “générale”)

Soient f et g deux fonctions localement integrables sur R, et soient F' et G les
fonctions définies par F(x fo t)dt et G(x fo dt Montrer a I’aide du

théoreme de Fubini que pour tous a < b dans R on a f f(2)(G(z) — G(a))dx =
fab(F (b) — F(x))g(z)dz, et en déduire la formule d’intégration par parties

/ F@)G(x) dz = [FGP /abF(x)g(a:)dx.
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Exercice 16. Soit ¢ : [0, 00[— [0, 0o une bijection continue strictement croissante
(avec donc ¢(0) = 0), et soient a,b > 0.

(1) Expliquer pourquoi fo r)de = X ({(z,y) €eR* 0 <z <aety < o(z)}),

et montrer que fo )dy =X ({(=, y) eR? 0< y <bety>d(z)}).
(2) En déduire que si b= ¢(a), alors [ ¢(x) dx + fo dy = ab.
(3) Démontrer I'inégalité de Young : fo x)dx + fo y)dy > ab. (Dis-

tinguer les cas b > ¢(a) et b < ¢(a), i.e. GZ¢ ())

Exercice 17. Soit f une fonction borélienne positive sur R2. On suppose que pour
presque tout x € R, on a fR f(z,y)dy = 0. Montrer que pour presque tout y € R,
ona [, f(z,y)dr =0.

Exercice 18. (produit de convolution)
Soient f et g deux fonctions intégrables sur R. Montrer que

e /fa:—

est bien défini pour presque tout x € R, et que la fonction (presque partout définie)
f * g est intégrable sur R.

Exercice 19. Soit f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = ye v (+°) . Calculer
I'intégrale “itérée” fo ( fo (x,y dy) dz, et en déduire la valeur de l'intégrale J =

o0 42

Jo e Mt
Exercice 20. Le but de 'exercice est de calculer 'intégrale

1

1
o [t
0 L7 — 1
(1) Effectuer le changement de variable # = 1/u dans Dintégrale [~ l;)g dz, et
en déduire qu’on a
1 [*1
J:—/ %B(@) g

(2) Pour y > 0 fix¢, calculer [ 5 +yx2
(3) Soit x €]0,1[. Déterminer une primitive de la fonction y m
décomposant la fraction en éléments simples, et en déduire qu’on a

/°° dy _, log(a)
o (I+y)(d+z%y) 22-1

(4) Calculer J en utilisant (2) et (3).

en
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Exercice 21. Le but de 'exercice est de calculer I'intégrale

J:/Oo (arctant)zdt.
0 t

(1) Soit 2 =]0,1[x]0, 1[x]0, co[C R?, et soit g = Q — RT la fonction définie par
1 1
—_= X .
T+222 1420

9(z,y,t)
Montrer qu’on a
J:/g(x,y,t) dxdydt .
Q

(2) Vérifier que pour (x,y,t) € Q tel que x # y, on a

9(z,y,t) = ! ( T Y )-

22 — 2 \1+ 222 1+ 22

(3) Calculer les intégrales [ HZIE—ZtQ et [;7 1+i;—t2t2 (pour z et y fixés) et en déduire,

a l'aide de (2), qu’on a

dzxd
/ﬁm%wmwwzgf .
Q

10,1[x]0,1[ T + Y

(4) Calculer J.

Exercice 22. Soient «, § vérifiant 0 < o < . En calculant de deux fagons l'intégrale
double [* < / f e‘“‘du) dt, déterminer la valeur de I'intégrale

oo —at __ ,—ft
0 t

Exercice 23. En considérant I'intégrale double f[o 1x[0.1] T L ] dxdy, déterminer

1+22)(14=xy
la valeur de l'intégrale
1
log(1 4+t
J—/ Mdt.
0

1++¢2

Exercice 24. Le but de 'exercice est de calculer I'intégrale

J:/OO (sinx)de‘
0 T
(1) Soit y > 0 fixé.

(a) Montrer que la fonction = +— cos(2x)e %" est intégrable sur |0, 00| et
qu’on a

> _ Y
cos(2z) e ¥ dx = .
/0 (22) Y2+ 4



1—cos(2z)
2

(b) En utilisant I'identité sin? x = , en déduire que

o 2
c 2 —yx
sin“xe ¥dr = ———-
/0 ZJ(ZJQ + 4)

(2) Soit f :]0,00[x]0, co[— R* la fonction définie par f(z,y) =y sin®re~*¥. En
utilisant (1b), calculer I'intégrale “itérée”

J’:/Ooo (/Ooof(ac,y)dx) dy .

(3) Calculer J.

Exercice 25. Le but de I'exercice est de calculer I'intégrale

J:/‘”sinxdx.
0 x

(1) Soit f :]0,00[%]0, 00[— R la fonction définie par f(z,y) = e *¥sinz.

(a) Montrer que f est intégrable sur |0, A[x]0, oo pour tout A > 0, et qu’on

a
A .
/ f(z,y) dedy = / el VY
10,A[x]0,00] 0 x

(b) Montrer que pour A > 0 et y > 0 fixé, on a

—yA —yA

A
1
/ f(z,y)der = —— — cos A ¢ _sinAYE .
0 1 +y? 14y 1+y?

(2) Calculer J.

Exercice 26. Soit Q2 = {(z,y) € R*; z >0,y >0, 22 + y* < 1}. Déterminer pour

quelles valeurs de a > 0 la fonction (z,y) — % est intégrable sur ).

Exercice 27. Soit f une fonction borélienne positive sur R. En utilisant le change-
ment de variable (u,v) = (z + y,z — y), montrer qu’on a

1
/ f(x —y)e W dady = = / f(v)e ldy .
10,00[x]0,00] 2 Jr

dzd
Exercice 28. On veut calculer I'intégrale J = / % .
10,1[x]0,1[ I =2y



(1) Soit Q = {(u,v) € R* w>0,v > 0,u+v < 7/2} et soit & = Q — R?
I’application définie par

O(u,v) = (

Montrer que ® est un difféomorphisme de € sur le carré €' =10, 1[x 0, 1[.
(2) Calculer J en posant (x,y) = ®(u,v).

sinw Sinv
cosv cosu /)

dxd
Exercice 29. On veut calculer I'intégrale J = S
j0,1[xjo,1[ L — 2Y
(1) En utilisant le changement de variables (u,v) = (£, £3%), montrer qu’on a

/ dedy 5 / dudv
10,1[x]0,1[ l—uay cl—u?+v?’

ou C est le carré de sommets (0,0), (1/2,—1/2), (1,0) et (1/2,1/2).

(2) On pose O = {(u,v) € C; v >0} et [ = [, 2.

(a) Montrer qu’on a
- [ ¢ ( = )d +/ ! ¢ ( Lo )d
= ———— arctan | ——= | du ——— arctan | — | du.
o V1—u? V1—u? 12 V1 —u? V1—u?

(b) Calculer les deux intégrales précédentes en posant u = sint dans la
premiere et u = cos(2t) dans la deuxieme.

(3) Calculer J.

1

[e.e]
Exercice 30. Utiliser I'exercice 29 pour calculer la somme S Z %

Exercice 31. Soit f(z) =Y, a,2" la somme d’une série entiere convergente dans
le disque unité D = {z € C; |z| < 1}.

(1) Pour r € [0, 1], exprimer fo% | f(re®)|2df a T'aide de r et des coefficients a,,.
(2) Montrer qu’on a

/|f T +iy ]2dacdy—7rz |an|

Exercice 32. Pour a,b,c > 0, on pose
ut  v? o w?
E(a,b,c) = {(u v,w) € R?; —-|-b_2_|__< 1}

(1) Quel est le volume de £(1,1,1)7
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(2) Calculer le volume de E(a,b,c) en utilisant (1) et la formule de changement
de variables.

Exercice 33. Pour a,b,c,h > 0, on pose
2 2 2
_ 3. z Y z
H(a,b,c,h) = {(x,y,z) ER’ |z| < het g—l— TR < 1}.
Calculer le volume de H(1,1,1,A") pour tout A" > 0, et en déduire le volume de
H(a, b, c, h) pour tous a,b, ¢, h.

Exercice 34. On rappelle la définition de la fonction Gamma :
Vs >0 : I'(s) :/ e du .
0

(1) Soit Q =]0, 0o[x]0, co[C R2. Montrer que 'application ® définie par ®(u,v) =
(1% 14 est un difféomorphisme de € sur Q.

(2) En déduire que pour tout s €10, 1], on a

/(E)se—@w)%:/md—“.
o \Y x o us(1+u)

(3) Déduire de (2) que pour tout s €]0,1[, on a

L(s)I'(1—s) = /000%.

(4) Calculer l'intégrale fooo % a l'aide du changement de variable x = \/u,

et en déduire la valeur de I'(1/2) en utilisant (3).
(5) Déduire de (4) la valeur de l'intégrale [;° e~ du.

Exercice 35. Pour s > 0, on pose comme d’habitude

F(s):/ t5 e dt ;
0

et pour a,b > 0, on pose

1
J(a,b) = / w1 —u)" " du.
0

(1) Soit D =]0, 0o[x]0, co[C R?. Montrer que I'application ® définie par ®(u,t) =
(ut, (1 — u)t) est un difféomorphisme de ]0, 1[x]0, co| sur D.

(2) En déduire que pour tous a,b > 0 et pour toute fonction borélienne positive
f:]0,00[— R, on a

/ flz +y)z* Y tdady = J(a,b) /oo () dt

0



(3) Déduire de (2) l'identité
J(a,b) = ——=-
(4) En posant u = sin® @, montrer qu’on a
J(a,b) =2 /0 " (6 (cos 6)1do.

(5) Calculer J(1/2,1/2) puis I'(1/2).

Exercice 36. (volume de la boule unité de R?)

Dans tout I’exercice on note || || la norme euclidienne sur R%, et B, la “boule unité”
de R ie. By = {x € R% ||z|| < 1}. On pose Vy = \g(By). Le but de I'exercice est

d’établir la formule

/2

V= —
TTT(E+)

(1) Vérifier que la formule est correcte pour d = 1,2, 3.

(2) Pour A > 0, calculer l'intégrale f/\oo e~tdt.

(3) Pour t > 0, on pose B(t) = {(z1,...,7q4) € RY ||z]|? <t} et V(t) = A\a(B(2)).
(a) En utilisant le théoréme de Fubini et la question (2), montrer qu’on a

/ 67(x§+---+m§)dx1 coedrg = / et V(t)dt.
R4 0

(b) Montrer qu’on a V (t) = t¥?V,; pour tout ¢ > 0.
(¢) En déduire la formule

2 2 d
/ e Tt ) dyy o deg =T (— + 1) Va.
Ra 2

(4) Démontrer la formule souhaitée.

Exercice 37. (intégration d’une fonction radiale)
On note || || la norme euclidienne sur R% Pour r > 0, on pose Vy(r) = A\g(Ba(7)),
o By(r) = {z e RY; ||z|| < r}.
(1) Montrer qu’on a Vy(r) = r@Vy(1).
(2) Soit ¢ : [0, 00— R une fonction positive de classe C!, décroissante et tendant
vers 0 a I'infini.
(a) Montrer que pour tout u € [0, 00, on peut écrire p(u) = — [ ¢'(t) dt.
(b) En déduire I'identité

[etlalydz == [~ gopvatryar.



(c¢) En utilisant (b), (1) et une intégration par parties, montrer qu’on a

[ el de = avi [~ oty ar.

Exercice 38. (centre de gravité)
Soit 2 C R? un ensemble borélien borné tel que A\g(Q2) > 0. Le centre de gravité
de Q est le point g, € R? défini par
— 1 —
Ogq, = WD) /QOx dAa(x).
(1) Justifier la définition.
(2) Montrer que g, est I'unique point g € R vérifiant

/AﬁdAd(a:) =0.

(3) En utilisant la formule de changement de variables, montrer que si ® : R —
R? est une bijection affine telle que ®(2) = Q, alors ®(gq) = go.

(4) Dans cette question, on prend d = 2. Montrer que si Q C R? est un rectangle
ou un triangle, alors g, est ce a quoi on s’attend.



