L3 Intégration

Feuille d’exercices n° 5

Exercice 1. La fonction ¢ — sin(log(1+t7")) e~ V™% est-elle intégrable sur [6, co[?

Exercice 2. Pour quelles valeurs de a > 0 la fonction t — (1 — t%)t est-elle
intégrable sur |1, co|?

Exercice 3. Soit u : [a,00[— R une fonction continue. On suppose que u(t)/log(t)
admet une limite [ > 1 quand ¢t — oo (la valeur [ = co est autorisée). Montrer que
la fonction ¢ — e~*®) est intégrable sur [a, ool.

Exercice 4. Soit f : [0,00[— C une fonction continue et intégrable sur [0, ool.
(1) Peut-on affirmer que f(z) — 0 quand x — oo?
(2) Montrer que si f(z) admet une limite quand x — oo, alors cette limite est
nécessairement égale a 0.
(3) Montrer que si f est uniformément continue, alors f(x) — 0 quand x — oo.

Exercice 5. Soit f : [0, 00[— C une fonction de classe C'. Montrer que si la fonction
f' est intégrable sur [0, co], alors f(z) admet une limite quand = — oo.

Exercice 6. Soit f :]0, 00— C vérifiant [;*|f(t)[*dt < cc.

(1) En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que pour tout A > 0 et
pour tout x > A, on a

1 [T Ca [ . .,
%/0 \f(t)ldt§ﬁ+/A oRa

ot Cu = [1]f(1)] dt.
(2) Montrer qu’on a QCILI& \/LE Jo f(t)dt=0.

dx

Thas" (Décomposer en éléments simples.)

Exercice 7. Calculer lintégrale I = [;*

Exercice 8. Soient a,b € R avec b # 0, et soit A = a + ib.

, . . . . . 1
(1) Déterminer les primitives de la fonction f(z) = — -

(2) En déduire qu’en notant sgn(b) le signe de b, on a
_ R dx

lim
R—o0 _RT—

N = imsgn(b).

1



2

Exercice 9. (Formule des résidus)

Dans tout l'exercice, f(z) = ggi; est une fraction rationnelle, ol les polynémes P
et () sont a coefficients réels. On suppose que () n’a pas de racines réelles, et que
deg(Q) > 2 + deg(P). On suppose également que toutes les racines complexes de @

sont simples, et que le coefficient du terme de plus haut degré de Q(z) est égal a 1.

(1) Montrer que f est intégrable sur R.
(2) Onnote Ay, ..., Ay les racines complexes de () & partie imaginaire strictement
positive.

(a) Montrer qu’on peut écrire f(x) sous la forme

N . N &
f(x)zzx_]A_+Zx_])\—j7

j=1 J j=1

ou les ¢; sont des constantes.

(b) Montrer que les coefficients ¢; sont donnés par ¢; = L
(c) Montrer également qu’on a Zjvzl cj + Zjvzl c; =0.

(3) Avec les notations de (2), et en utilisant I’'Exercice 8, établir la formule des

résidus : N
o . P(\))
/Oo f(x)dr = 2@7‘(‘; Q’()\j]) .

(4) Application numérique : calculer I'intégrale I = ffooo 112;4'

Exercice 10. Calculer les intégrales [; = OOO i’f;i dr et Iy = fjozo xg_fl en utilisant
la formule des résidus.

Exercice 11. Le but de I'exercice est de calculer I'intégrale I = foﬁ/ 2 log(sint) dt.
(1) Justifier que I a bien un sens.
(2) En remarquant que sint = cos(3 —t), montrer qu'on a [ = foﬂ/g log(cost) dt.
(3) En déduire que 21 = fog log(costsint) dt, puis que

T 1 w/2

I= ) log(2) + 5/ log(sin 2t) dt .
0

(4) Montrer qu’on a f;r/z log(sinu) du = I, puis que [ log(sinu) du = 21.

(5) calculer I.

Exercice 12. Soit f : [0, c0[— R définie par f(t) = sin(¢'/4)e~*""
(1) Montrer que pour tout p € N, la fonction t — ¥ f(t) est intégrable sur [0, oof.
Dans la suite, on pose I, = fooo tPf(t)dt.
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(2) Montrer que I, est la partie imaginaire de J, = 4 [° u** e du, ot A = 1—i.
(3) Calculer I, pour tout p € N.

Exercice 13. Pour n € N et a > 0, calculer 'intégrale fooo the ot dt .

(e 9]
Exercice 14. Pour z > 0, on pose ['(z) = / t*“te~" dt . Trouver une relation entre

0
[(x +1) et I'(z), et en déduire la valeur de I'(n + 1) pour n € N.

Exercice 15. Pour toute fonction v : R — C intégrable sur R et pour A € R, on
pose

i) = /R w(t)e—Mdr

On dit que u est la transformée de Fourier de la fonction w.
(1) Justifier la définition en montrant que u(z)e~*? est intégrable sur R.
(2) Calculer w()\) lorsque u est la fonction indicatrice d'un intervalle borné (a, b),
et en déduire que si ¢ est une fonction en escalier, alors $(\) — 0 quand
A — Fo0.
(3) Soit f : R — C une fonction continue identiquement nulle en dehors d’un
intervalle [a, b].
(a) Montrer que si f est de classe C'1 alors f’( ) =X f(A )
(b) Si f est de classe C*, exprimer f ’“)( ) en fonction de f(\).
(c) Montrer que si f est de classe C*, alors f( )=o0 (| G ) quand A — o0,

pour tout n € N.

Exercice 16. Pour z > 0, on pose R(z) = [ et dt.
(1) Justifier que R(x) est blen un vrai nombre ie. R(x) < oo.
(2) Montrer qu'on a R(z) = 5 — [ &

(3) En déduire que R(z) est équivalent a ¢( ) =&

Exercice 17. En utilisant une méthode semblable a celle de I'Exercice 16, trouver
des équivalents simples de f(z) = [ t2dt et g(z) = [7 & quand z — oo.

Exercice 18. Pour n € N* et z € R, on pose f,(z) = (1+ 7y et F.( fo fu(t)
(1) Calculer Fy(z).
(2) Montrer que pour tout n € N*, on a

MEFy i (z) = ——

m + (2n — 1)Fn(l‘) .

(3) En déduire Fy(x) et F3(x).
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Exercice 19. Calculer Fy(z) = [/ (14:1%)2 en posant ¢ = tan u.

Exercice 20. En utilisant I’'Exercice 18, déterminer les primitives de f(t) = m

Exercice 21. Soit § > 0. Calculer l'intégrale [ = f1 m

Exercice 22. Soient a, 3 > 0. Pour ¢ > 0, on pose f(t) = %

28 — a = 2, alors Jio,l] f= f[lm[f.

- Montrer que si

Exercice 23. Calculer I'intégrale [ = fol 22y/1 — 22

Exercice 24. Calculer I = foﬁ/Q %Z:t dt en posant u = cost, et J = fﬂﬂ prerr At
posant u = tan(t/2).

1
sin x

Exercice 25. Déterminer les primitives de f(z) = sur |0, 7[ en posant u =

tan(z/2).

Exercice 26. Montrer que si u : [a, co[— R est une fonction de classe C!, décroissante
tendant vers 0 a l'infini, alors faoo u(t)edt existe en tant qu’intégrale généralisée.

n7r+ p)
m+w4 St gy > ‘KT\/;U pour tout n € N*, et en

n’est pas intégrable sur [1, ocol.

Exercice 27. Montrer qu'on a [,

déduire que la fonction t — = Smt

sint

+ n’est pas intégrable sur [1,00[ en utilisant

Exercice 28. Montrer que f(t) =
I'inégalité | sint| > sin?t.

Exercice 29. Montrer que fooo cos(z?) dx existe en tant qu’intégrale généralisée, mais
que la fonction z — cos(z?) n’est pas intégrable sur [0, 00. (Posert = z2.)

n
Exercice 30. Pour a €]0, 1], déterminer un équivalent de ) kLa quand n — oo.
k=1

Exercice 31. Pour «, § > 0, déterminer la nature de la série Z W



Exercice 32. (Comparaison série-intégrale)

Soit @ € N et soit f : [a,00[— C. On suppose que f est de classe C' avec
LZ1f/(t)]dt < oo, et que f(t) — 0 quand ¢ — oo. Le but de l'exercice est de
montrer que la série Y f(k) est convergente si et seulement si 'intégrale [ f(t) dt
est convergente.

(1) Montrer que I'intégrale [ f(t) dt est convergente si et seulement si [ f(¢) dt
a une limite dans C quand 'entier n € N tend vers I'infini.
(2) Pour k > a entier, on pose vy := :H f(t)dt — f(k).
(a) En utilisant la formule de Taylor, montrer que v, = |, kk+1(k+1 —t)f'(t) dt.
(b) Montrer que |vg| < fkkH |f(t)| dt pour tout k, puis que la série Y vy est
convergente.
n—1
(3) Déduire de (2) que u,, := [ f(t)dt— 3" f(k) admet une limite quand n — oc.
k=a

(4) Conclure.

. , . /. 1 i
Exercice 33. Déterminer la nature des séries 3 <0%8n) o 3 %ﬁ en comparant
avec des intégrales.

Exercice 34. (Intégrales de Wallis et formule de Stirling)

(1) Pour n € N, on pose W,, = fow/2(sinz)”dx. Les W, sont appelées les
intégrales de Wallis.
(a) Montrer qu'on a W, 1o = I,, — foﬂ/Q [cos z (sinz)"] cosx dz, et en déduire
la relation de récurrence

o n+1
n+2 — n+ 9 n -
(b) Montrer que pour tout k& € N, on a
(2k)! « 22k (|1)?
Wop = ) Tt = -5
2T ooz g O TERLT o)

(c) Montrer que la suite (W,,) est décroissante, puis que W, 11 ~ W,, quand
n — o0o. Déterminer ensuite un équivalent simple de WopWor.1 en util-
isant (1b), et conclure que

I/Vnr\ql1 quand n — 00.
2n

(2) Le but de cette question est d’établir la formule de Stirling, qui donne un
équivalent de n! quand n — oo :

nl ~n"e "V2mn.



n!

(a) Pour n € N*, on pose v, = log <n"e*”\/ﬁ> . Montrer qu’on a

1 1
vn+1—vn:1—<n+—>log(1+—),
2 n

et en déduire que la série Y (v,41 — v,,) est absolument convergente.

(b) Déduire de (2a) qu'il existe une constante C' tell que n! ~ C'n"e™"\/n
quand n — oo.

(c) Déterminer la contante C' en utilisant (1), et conclure.

o0

Exercice 35. Le but de I'exercice est de calculer la somme S = Z

n=1

(1) Pour k € N, on pose W, = [?(cost)"dt et I, = [? t* (cost)* dt. En utilisant
des intégrations par parties, montrer que si k > 2, alors

1

n2

k(k =1 2 1
Wk:%IkZ_EIk et Wk:TWk—2-
(2) Pour n € N, on pose ¢, = V{;_;

(a) Montrer a l'aide de (1) que si n > 1, alors &,_1 — €, = 515

(b) Montrer que &, tend vers 0 quand n — 00. (Suggestion : commencer par
montrer que pour tout 0 < § < 7/2 fixé, on a f;ﬂ(cos )k dt = o(Wy,) quand
k — o0.)
(3) Déterminer la valeur de S.



