L1 Analyse 2

Feuille d’exercices n° 4

Exercice 1. Montrer que pour tout N > 1, on a

X, N(N+1D@2N+1)
Zk o 6 ’

et en déduire que pour tout b > 0, on a fob t2dt = g

Exercice 2. Soit f : [a,b] — R de classe C'. On pose M = sup{|f'(t)|; t € [a,b]}.

(1) Montrer que si u,v € [a,b] et u < v, alors

/]f w)|dt < M

(2) En déduire que pour tout découpage pointé D = ((Jo, o), ..., (Jn-1,tn-1))
de [a, b] ou t est la borne de gauche de J; pour £ =0,...,N —1, on a

b N-1
R - [ o] <G A
a k=0

(3) Conclure que pour tout n € N* on a

(v —u)?
2

b _a2
R(f,Qn)—/ f(t)dt‘ §M<b 2n) .

Exercice 3. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C%. Pour n € N*, on pose

-1

b—a < b—
¢ f<%) , ou sp=a+k ?.
0

n

S, = -
k=

(1) Justifier que S,, — fabf(t) dt quand n — .
(2) On pose M = sup {|f(s)]: 5 € [a, b]}.

(a) Montrer que pour tout m € [a, b], on peut trouver une fonction affine «
telle que

a(m)=f(m) et  Vtelab] : [f(t) —at) < MW.
1



(b) Soient u,v € [a,b] avec u < v, et soit m = “IL. Montrer que pour toute
fonction affine «, on a

/U a(t)dt = (v—u)a(m).

(c) Déduire de (a) et (b) que pour tous u < v dans [a, b, on a

Laﬂwﬁ—%v—Wf<ung§A4@€ff-

(3) Montrer que pour tout n € N*, on a

b
S, —/ f(t)dt‘ < M%-

Exercice 4. Utiliser I'Exercice 3 pour donner une valeur approchée de In(3) a 1072
pres.

Exercice 5. Pour n € N*, on pose

n n k
W= = e

k=1 k=1

Montrer que les suites (u,) et (v,) convergent et trouver leurs limites.

Exercice 6. Soient p,q € N* avec p < q. Pour n € N*, on pose

1
/u/n —_— — + + P -
m  pn+1 qn
. (a—p)n .
(1) Vérifier que u, = > o

(2) Montrer que la suite (u,) converge et trouver sa limite.

(k2 + n2)1/n'

amp

Exercice 7. Pour n € N*, on pose u, = &

k=1

(1) Vérifier que In(u,) = + kz In(1+ z—z)
=

(2) Montrer que la suite (u,) converge et trouver sa limite.

1
n n2
Exercice 8. Pour n € N*, on pose u,, = <H k’“) )
k=1



(1) Vérifier que In(u,) = + kz—%g In (%) +3 (14 1) In(n).
(2) En déduire que In(u,) — 1 In(n) admet une limite (& déterminer) quand n —

00, et conclure qu'il existe une constante C' (& déterminer) telle que

up, ~ C\/n quand n — oco.

n

Exercice 9. Déterminer, si elle existe, la limite de uw, = L [](k + n)"/" quand
k=1

n — oo.

n
Exercice 10. Soit a > 0. Pour n € N*, on pose 5,, = k“. Montrer qu’il existe

k=1
deux constantes C' et 3 & déterminer telle que S, est équivalent & C'n® quand n — oo.

Exercice 11. Soit u,v > 0 et @ > 1. Montrer qu’il existe des constantes C' et § a

n

n
déterminer telles que S, = > m est équivalent a C; quand n — oo.
k=1

Exercice 12. Montrer que pour tout n € N*, on a

i(_l)k—l_ n 1 .
ko k+n’

k=1 k=1

et en déduire qu’on peut écrire

Z% — In(2).

00
k=1

Exercice 13. Soit f : R — R une fonction dérivable en 0, avec f(0) = 0. Pour

n € N*, on pose
- n
Up = — .
;“f (n2 —|—k2)

(1) Montrer que pour tout € > 0 donné, on peut trouver un entier N tel que :
pour tout n > N et pour tout k € {1,...,n}, on a

PO -9 < () S PO+

(2) Montrer que la suite (u,) converge et trouver sa limite.



4

Exercice 14. Le but de l'exercice est de calculer, pour x €]0,1[U|1, oo, I'intégrale
27
I(x) :/ In|z — €| dt.
0

(1) Justifier existence de I(z) pour tout x €0, 1[U]1, col.
(2) Soit n € N*. Expliquer pourquoi on a

n—1

Ve eR : H(m—ei%Tﬁ):x"—l.
k=0
(3) En utilisant (2) et des sommes de Riemann, déterminer la valeur de I(x) pour
z €10, 1].
(4) Etablir Iidentité I(1/z) = I(z) — 2rIn(z), et en déduire la valeur de I(z)
pour x > 1.

n

Exercice 15. Pour n € N*| on pose u, = [] (1 + \/k(nk)) '

n2
k=1

(1) Montrer que pour tout > 0, on a x — % <In(l+z) <=z
(2) Calculer I'intégrale I = fol V(1 — x) dx (par exemple en posant z = cos®t, ou

bien en remarquant que z(1 —2) = * — (z — 3)? et en faisant un dessin).

(3) Montrer a 'aide des question précédentes et en utilisant des sommes de Rie-
mann que la suite (u,) converge, et déterminer sa limite.

Exercice 16. Soit f : [0,7] — C une fonction de classe C'.

(1) Montrer que pour tout n € N*, on a

/Oﬂf(t)|sin(nt)|dt — - 2/(k+l)wf<%>|sinu|du

—_

n k km
n—1
1 T k
= — E / f(x—i_ W) sinzdx .
n 0 n
k=0

(2) En utilisant le fait que f est de classe C*, montrer qu’il existe une constante
C telle que

L)) e

1
k=0

C
< .
n

Vn € N* .

(3) Montrer que

/7r f(t) |sin(nt)| dt — 2 /7r f(t)dt quand n — oo.
0 T Jo



