L1 Analyse 2

Feuille d’exercices n° 2

Dans tous les exercices, |a,b] est un intervalle fermé borné de R.

Exercice 1. Soient ¢ une fonction en escalier sur [a,b], et soit ¢ : [a,b] — R. On
suppose que 'ensemble {t € [a,b]; p(t) # @(t)} est fini. Montrer que @ est en

escalier et qu’on a fj 0= fab P.
Exercice 2. Montrer que si ¢ € £([a,b]), alors ‘fab o(t) dt‘ dt < fab lp(t)] dt.

Exercice 3. Montrer qu'une fonction f : [a,b] — R est bornée si et seulement si il
existe deux constantes C et Cy telles que Vi € [a,b] : C < f(t) < Cs.

Exercice 4. Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions bornées, et soit A € R. Etablir
les résultats suivants.

W) LU+ < [ f+ gt [(F+a)= [+ ]9
(2) f; Af = )\j_;ff et _fab A = )xfabf pour toute constante A > 0.

(3) Sif<galors [[f< [Tget [[f< ['g.

Exercice 5. Soit f : [a,b] — R la fonction définie par f(¢) =t. Le but de I'exercice

est de montrer, en utilisant uniquement la définition de ['intégrabilité, que f est
2

. , b 2 a
(R)-intégrable sur [a,b] avec [] f(t)dt =% — <.

(1) En utilisant des fonctions en escalier bien choisies, montrer que pour tout
N e N* on a

b = b—a 1 [t = b—a 1
_/afz;<a+k ~ )xN et /afSI;(aJr(k:Jrl) ~ )xﬁ-

(2) Calculer les deux sommes apparaissant dans (1).
(3) Démontrer le résultat souhaité.




2

Exercice 6. Soit b > 1, et soit f : [1,b] — R la fonction définie par f(¢) = 1/t. Le but
de l'exercice est de montrer, en utilisant um’quement la définition de l'intégrabilité,

que f est (R)-intégrable sur [1,b] avec f1 t)dt = In(b).

(1) Montrer que pour tout N € N*, il existe un unique ey > 0 tel que (1+ex)V =
b, et exprimer £y en fonction de b et N.
(2) Soit N € N*. En utilisant des fonctions en escalier bien choisies, montrer

qu’on a
=b N-1
/fsz e (@ e - (L ew)
1 k=0

et

-/lbf - EW <(1 +en) T = (1 +€N)k).

(3) Calculer les deux sommes apparaissant dans (2) en fonction de ey, puis en
fonction de b et N.
(4) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 7. En utilisant I'interprétation géométrique de I'intégrale, déterminer sans
faire aucun calcul les valeurs de I; := ff tdt, I == fol V1—t2dtet Iy := ["_sintdt.

Exercice 8. Soit f € R([a,b]), et soit f : [a, 0] = R On suppose que 'ensemble
{t € [a,b]; f(t)# f(t)} est fini. Montrer que f € R([a,b]) et f f= f f.

Exercice 9. Soit f : [a,b] — R une fonction (R)-intégrable. Montrer que pour tout
€ > 0, on peut trouver une fonction ¢ en escalier telle que fab |f(t) —@(t)|dt <e.

Exercice 10. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. On suppose que f est (R)-
intégrable sur tout intervalle [u,v] ot a < u < v < b. Le but de Iexercice est de
montrer que f est (R)-intégrable sur [a, b].

(1) Soit n > 0 tel que a +n < b —mn, et soient ¢ et 1 deux fonctions en escalier
sur [a+n,b—n]. Soit également M > 0. On définit deux fonctions en escalier

@, : [a,b] — R de la fagon suivante :
=y .. Jet) statn<t<b—n oy JUt) sia+n<t<b—n
p(t) = {_ 1Y, “inon et Y(t) =1y o

Exprimer f () — @) en fonction de f (w ©), de M et de 7.

(2) Démontrer le résultat souhaité.
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Exercice 11. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. On suppose que f ne possede
qu'un nombre fini de points de discontinuité. Montrer que f est (R)-intégrable sur
la,b]. (Utiliser exercice 10.)

Exercice 12. Trouver une fonction f : [0,1] — R qui soit bornée avec un seul point
de discontinuité, mais pas réglée.

Exercice 13. Démontrer la linéarité de 'intégrale pour les fonctions a valeurs com-
plexes.

Exercice 14. Soit f : [a,b] — C une fonction (R)-intégrable a valeurs complexes.
Le but de 'exercice est de montrer que la fonction |f| est (R)-intégrable.

(1) Soient u := Re(f) et v := Im(f). Montrer que si 6y, 65 sont des fonctions en
escalier (& valeurs réelles) et si on pose ¢ = 0] + i0,, alors

o] = | £1] < 161 — ul + (02 — v].

(2) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 15. Soit f : [a,b] — C une fonction (R)-intégrable.

(1) On suppose que f est continue et qu’il existe un point ¢ty € [a,b] tel que
f(to) # 0. Montrer qu’on peut trouver un intervalle non trivial |a, 5] C [a, b]
et une constante n > 0 tels que |f(¢)| > n pour tout t € [a, f].

(2) On suppose que f est continue. Montrer que si ff |f(t)]dt =0, alors f = 0.
(3) Montrer que le résultat de (2) est faux si f n’est pas supposée continue.

Exercice 16. Le but de l'exercice est de montrer que si f,g : [a,b] — R sont des
fonctions (R)-intégrables positives, alors

[ ([

Ce résultat s’appelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales.
(1) Montrer que si a, 3 € R, alors a8 < 2(a? + 2).
(2) Soient f,g deux fonctions positives et (R)-intégrables sur [a,b]. Déduire de
(1) que pour tout A > 0, on a

b )\ b 1 b
< Z 24 2,
/afg_2/af+2k/ag

(3) Démontrer 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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Exercice 17. Pour toute fonction (R)-intégrable f : [a,b] — C, on définit une
fonction f R — C par f f f(t)e=®dt. Le but de l'exercice est de montrer
que f( ) — 0 quand A\ — j:oo, pour toute f € R([a,b]). Ce résultat s’appelle le
lemme de Riemann-Lebesgue.

(0) Pourquoi suffit-il de démontrer le résultat pour une fonction f a valeurs
réelles?

(1) Montrer que le lemme de Riemann-Lebesgue est vrai pour toute fonction f
en escalier.

(2) Montrer que pour toute fonction u € R([a,b]) et pour tout A € R, on a

NI < ) u(0)] dt.
(3) So1t f une fonction (R)-intégrable sur [a,b] (a valeurs réelles), et soit € > 0.
En utilisant (2) et I’Exercice 9, montrer que pour tout € > 0, on peut trouver
une fonction ¢ en escalier telle que

VAER @ [fO)] < BV +e.

(4) Démontrer le lemme de Riemann-Lebesgue pour une fonction (R)-intégrable
f générale.

Exercice 18. Soit F' : R — R définie par F(0) := 0 et F(x) := z%sin(1/x) pour
x # 0. Montrer que F est dérivable en tout point mais n’est pas de classe C*.

Exercice 19. Soit f : R — R la fonction définie par f(z) =0sixz <0 et f(z) =
si x > 0. Montrer que f ne possede pas de primitive.

Exercice 20. Pour a € R et n € N, calculer Uintégrale I, := [ e* sin(nt) dt.

Exercice 21. Soit f : R — R une fonction continue et soient o, : R — R deux
fonctions dérivables. On pose g(z f Bl t)dt. Montrer que g est dérivable sur
R et déterminer sa dérivée.

Exercice 22. Soit f : [a,b] — C une fonction continue. On suppose qu’on a

fab |f(t)|dt = 0. Montrer que la fonction F définie par F(z) = [|f(t)|dt est
identiquement nulle, et en déduire que f = 0.

Exercice 23. Soit f : R — R une fonction continue, et soit ¢ : R — R la fonction
définie par

() = /Ox sin(x —t) f(t) dt.

Montrer que ¢ est solution de I’équation différentielle ¢ + ¢ = f.
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Exercice 24. Soit f : [0,00[— R une fonction continue et croissante. Pour x > 0,

on pose g(x) := % f; f(t) dt. Montrer que la fonction g est croissante.

Exercice 25. Soit f : R — C une fonction continue. Déterminer, si elle existe, la
limite de £ [ f(¢) dt quand  — 0.

x J1—x

Exercice 26. Soient a,b vérifiant 0 < a < b. Eerire In(b) — In(a) sous forme d’une
intégrale, et en déduire I'inégalité

b—a
Vab

(Utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz; voir I’Exercice 16.)

In(b) — In(a) <

Exercice 27. Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C! vérifiant f(0) =0 = f(1),
et soit a > 0.

(1) On pose ¢(t) = t*f(t). Pour t > 0, exprimer f'(¢) en fonction de ¢(t) et de
@' (t), puis montrer que
2oL (1)? =t/ (1) — 200(1) (1) + ®t* 7 f (1)
(2) Démontrer I'inégalité suivante :

1 1
/ t2a+lfl<t)2 dt Z 042 / t2a_1f(t)2 dt .

0 0

Exercice 28. Montrer que Vo > 0 : arctan(z) + arctan(l/z) = 5 et Vo < 0

2
arctan(x) + arctan(1l/x) = —7%-

Exercice 29. Soit a > 0. Montrer que
Toodt 1
VreR : / 2—:—arctan<z>.
0o a2+t a a

Exercice 30. Dans cet exercice, on considere la fonction F' : R — R définie par

T, 1
Fz) :/0 <\/1+t2 B \/1+zt4>dZf

(1) Etudier le sens de variation F.

(2) Montrer que F' est impaire.

(3) En utilisant les inégalités 14> < (1+¢)? (valable pour t > 0) et 14+¢* > ¢* et
en considérant F'(x)— F(1), montrer que F(z) tend vers +oo quand x — +oc.

(4) Tracer le graphe de F.
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Exercice 31. Soit I un intervalle ouvert de R, et soit f : I — R une fonction
croissante. Soit également z € I, et soit ' : I — R la fonction définie par F(x) :=
f;o f(t)dt. Montrer que F est dérivable a gauche et a droite en tout point.

Exercice 32. Soit [ un intervalle de R, et soit f : I — R une fonction croissante.
Soit également z( € I, et soit F': I — R la fonction définie par F(x) := fmi f(t)dt.

(1) Soient u,v € I avec u < v, et A € [0,1]. On pose z) := (1 — A)u+ Av. Vérifier
que u < zy, <wvetquon a
Z\ v
F(e) = (1= NF@ 4 AFE) = (-3 [ -a [ 1.
u Z\
(2) Montrer que pour tous x,y € I et pour tout A € [0,1], on a
F((1=Nz+Xy) < (1—NF(z) +AF(y).

(Une fonction F vérifiant cette propriété est dite convexe.)



