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Questions de cours.

(1) Soit (£2,*B) un espace mesurable, et soit ( f,,) une suite de fonctions mesurables
sur €2, a valeurs réelles. Montrer que B = {z € Q; f,(x) tend vers +o0} est
un ensemble mesurable.

(2) Enoncer et démontrer le lemme de Fatou.

(3) Soit (£2,*B, 1) un espace mesuré, et soit f : 2 — [0, oo] une fonction mesurable.
Montrer qu’on définit une mesure v sur (€2,8) en posant v(A) = [, f du pour
tout A € ‘B.

(4) Soit (€2, B, 1) un espace mesuré, et soit (f,,) une suite de fonctions mesurables
o0
sur €2, a valeurs complexes. On suppose qu'on a > [o|fn| du < co. Montrer
n=0
que la série Y f,(z) est presque partout convergente.

3t
> arctan (e” ) dt quand n — oo

(5) Déterminer la limite de I,, = / - E
0 eV 4+ * T
t* log(t)

(6) Soient a, f tels que o > 0 et > a + 1. Montrer que la fonction ¢ — 5P

est intégrable sur ]0, ocol.

(7) Soit ¢ :]0,00[ — R une fonction borélienne bornée. Montrer que la formule

flz)=[° ﬂz dt définit une fonction de classe C' sur I =]1, o0.

(8) Soit D = {(z,y) e R 0 <y <z, vy < 9 et 3z + 4y < 24}. Dessiner
soigneusement D, puis calculer I'intégrale I = [, z dzdy.

(9) Soit D = {(z,y) € R% 0 < |z| < yet 1< a?+y? < 4}. Calculer I'intégrale
I=[, % dzxdy en utilisant les coordonnées polaires.

(10) Soit (€2,B, ) un espace mesuré, soit p tel que 1 < p < oo, et soient f,g €
LP(Q2, u). En utilisant 'inégalité de Holder montrer que la fonction f|g[P~*
est intégrable sur €.
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Exercice 1. Le but de I'exercice est démontrer la formule de Stirling :

n! ~n"e "V2mn quand n — oo

(1) Soit A > 0. Calculer § ’\k—?e"kg pour € R, et en déduire que pour tout
k=0 "
n €N ona

1/” AP A—ind gg &e—x'

21 J—x n!
(2) Montrer a 'aide de (1) que pour tout n € N*, on a

nnefn\/ﬁ _ @ T en(ew—l—iG)dQ
! 27

n:

L ) g
21 J—nym

ezu

(3) Pour @ > 0 et u € R, exprimer ‘ea( ’1)‘ en fonction de a et de sin®(u/2), et
en déduire que si u € [—m, 7], alors

‘ea(ew—n‘ < o 2out/n?

(On rappelle Uinégalité |sint| > 2 |t|, valable pour t € [-5, 5].)
(4) Démontrer la formule de Stirling.

oo
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Exercice 2. Le but de 'exercice est de calculer la somme S = E —
n
n=1

(1) Soit ' :={(z,y) eR* x>0, y >0 et e*+e¥>1}. Montrer qu'on a
Ao(QY) = / “log(1 — %) da .
0

(2) Soit Q:={(u,v) ER* u>0,v>0,2ut+v<met2v+u<m}
(a) Dessiner () et calculer I'aire de €.
(b) On note ® : Q — R? I'application définie par

a0 o= (o[ SLE] g [

sin u
(i) Montrer que ®(Q2) C V.

(ii) On admet que ® est en fait une bijection de €2 sur '. En déduire
que

A2 () = A2 ().

(3) Rappeler le développement en série entiere de log(1 — z) pour |z| < 1, puis
montrer qu’on a

/Oo—log(l—e_gc)dx:S.
0

(4) Déterminer la valeur de S a l'aide des questions précédentes.



