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Faculté des sciences Jean Perrin
Licence de Mathématiques
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Questions de cours.

(1) Soit (Ω,B) un espace mesurable, et soit (fn) une suite de fonctions mesurables
sur Ω, à valeurs réelles. Montrer que B = {x ∈ Ω; fn(x) tend vers +∞} est
un ensemble mesurable.

(2) Énoncer et démontrer le lemme de Fatou.

(3) Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré, et soit f : Ω→ [0,∞] une fonction mesurable.
Montrer qu’on définit une mesure ν sur (Ω,B) en posant ν(A) =

∫
A f dµ pour

tout A ∈ B.

(4) Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré, et soit (fn) une suite de fonctions mesurables

sur Ω, à valeurs complexes. On suppose qu’on a
∞∑
n=0

∫
Ω |fn| dµ <∞. Montrer

que la série
∑
fn(x) est presque partout convergente.

(5) Déterminer la limite de In =
∫ ∞

0

arctan
Ä
en

3t
ä

e
t√
n + t2+

| cosn|
n

dt quand n→∞.

(6) Soient α, β tels que α > 0 et β > α + 1. Montrer que la fonction t 7→ tα log(t)
1+tβ

est intégrable sur ]0,∞[.

(7) Soit φ : ]0,∞[→ R une fonction borélienne bornée. Montrer que la formule

f(x) =
∫∞

0
φ(t)
1+tx

dt définit une fonction de classe C1 sur I = ]1,∞[.

(8) Soit D = {(x, y) ∈ R2; 0 < y < x , xy < 9 et 3x + 4y < 24}. Dessiner
soigneusement D, puis calculer l’intégrale I =

∫
D x dxdy.

(9) Soit D = {(x, y) ∈ R2; 0 < |x| ≤ y et 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4}. Calculer l’intégrale
I =

∫
D

xy
x2+y2

dxdy en utilisant les coordonnées polaires.

(10) Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré, soit p tel que 1 < p < ∞, et soient f, g ∈
Lp(Ω, µ). En utilisant l’inégalité de Hölder montrer que la fonction f |g|p−1

est intégrable sur Ω.
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Exercice 1. Le but de l’exercice est démontrer la formule de Stirling :

n! ∼ nne−n
√

2πn quand n→∞ .

(1) Soit λ > 0. Calculer
∞∑
k=0

λk

k!
eikθ pour θ ∈ R, et en déduire que pour tout

n ∈ N, on a
1

2π

∫ π

−π
eλe

iθ−λ−inθdθ =
λn

n!
e−λ .

(2) Montrer à l’aide de (1) que pour tout n ∈ N∗, on a

nne−n
√
n

n!
=

√
n

2π

∫ π
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=
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(3) Pour α > 0 et u ∈ R, exprimer
∣∣∣eα(eiu−1)

∣∣∣ en fonction de α et de sin2(u/2), et

en déduire que si u ∈ [−π, π], alors∣∣∣eα(eiu−1)
∣∣∣ ≤ e−2αu2/π2

.

(On rappelle l’inégalité | sin t | ≥ 2
π |t|, valable pour t ∈ [−π

2 ,
π
2 ].)

(4) Démontrer la formule de Stirling.

Exercice 2. Le but de l’exercice est de calculer la somme S =
∞∑
n=1

1

n2
·

(1) Soit Ω′ := {(x, y) ∈ R2; x > 0 , y > 0 et e−x + e−y > 1}. Montrer qu’on a

λ2(Ω′) =
∫ ∞

0
− log(1− e−x) dx .

(2) Soit Ω := {(u, v) ∈ R2; u > 0 , v > 0 , 2u+ v < π et 2v + u < π}.
(a) Dessiner Ω et calculer l’aire de Ω.
(b) On note Φ : Ω→ R2 l’application définie par

Φ(u, v) :=

Ç
log

ñ
sin(u+ v)

sinu

ô
, log

ñ
sin(u+ v)

sin v

ôå
.

(i) Montrer que Φ(Ω) ⊆ Ω′.
(ii) On admet que Φ est en fait une bijection de Ω sur Ω′. En déduire

que
λ2(Ω′) = λ2(Ω).

(3) Rappeler le développement en série entière de log(1 − z) pour |z| < 1, puis
montrer qu’on a ∫ ∞

0
− log(1− e−x) dx = S .

(4) Déterminer la valeur de S à l’aide des questions précédentes.


