L1 Analyse 2

Feuille d’exercices n° 2

bx

Exercice 1. Soient a,b > 0. Déterminer les primitives de f(x) := cos(ax)e”® sur R

en utilisant le fait que cos(az) = Re(e'®).

Exercice 2. Déterminer les primitives de f(z) := ze3* et g(z) := 2% cos(2z) sur R.
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Exercice 3. Soit n € N. Déterminer les primitives de (cosz)"sin® z sur R.

Exercice 4. Soit A = a+ib € C, avec b = Im(\) # 0. Déterminer les primitives de

f(x) == 5 sur R.
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Exercice 5. Déterminer les primitives de f(r) 1= T—3= 52—

(14 ou elles existent).

Exercice 6. Déterminer, si elle existe, la limite de fo tg quand X — oo.

1+

Exercice 7. Calculer [ := fol (12 4+t + 1)e3tdt et J := (3t? — t + 2) sin(2t) dt.

Exercice 8. Soient a,b > 0. Calculer fox cos(at)e’dt pour tout x € R en effectuant
2 intégrations par parties.

Exercice 9. Calculer [ := fo
et en intégrant par parties.

s en supposant connue la valeur de J = fo

1+t2 1+t2)

Exercice 10. Soit f : [a,b] — C une fonction de classe C', et soit ¢ : [a,b] — R
une fonction de classe C? telle que ¢'(t) # 0 pour tout ¢ € [a,b]. Montrer que

f f(t)e e ®dt tend vers 0 quand A\ — Fo00. (Intégrer par parties en écrivant
f(t) ) = J < ¢/ (t)eme0))
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Exercice 11. Soit f : [a,b] — C une fonction de classe C°° On suppose que
Vk e N : f®(a) =0 = f®(®b). Pour A € R, on pose f(\ f f(t)e Mt
Montrer que pour tout n € N on a f( )=o0 <‘/\|n) quand A\ — j:oo.

Exercice 12. Soit A > 0. Déterminer, pour tout n € N, la limite de fOX tre A dt
quand X — oo (si cette limite existe).

Exercice 13. Montrer que pour tout £ € N*, on a fog (%

— t) cos(kt) dt = %

k2

Exercice 14. Montrer que si f : [a,b] — C est une fonction de classe C', alors

[r0a="3 @ o0 [ (-5 roa

En déduire que si P est un polynome de degré inférieur ou égal a 1, alors

b—a

/ P(tydt = "2 (P(a) + PO))

et interpréter géométriquement ce résultat lorsque P > 0 sur [a, b].

Exercice 15. Montrer que si f : [0,1] — C est une fonction de classe C?, alors

[ sarde= 5500+ 1) - 5w - o0+ [ (-1 5) e

En déduire que si P est un polynoéme de degré inférieur ou égal a 2, alors

| Pt =5 (PO + PM) - 5 (P1) = PO

Exercice 16. Soit f : [a,b] — C une fonction de classe C'. On suppose que f(a) =

0= f(b) et fab f? = 1. Montrer que fabtf(t)f’(t) = _%.

Exercice 17. Calculer [ := f02 V4 — z2dz.

Exercice 18. Calculer [ := fol (14?%)2 en posant r = tant.



Exercice 19. Calculer I := 01 e;till dt.
Exercice 20. Calculer [ := 0% 5 +‘iis -

sint

Exercice 21. Calculer I(\) := f;‘ 2L pour tout A €]0, 7.
2

Exercice 22. Calculer [ := [2 St

0 Treosi Gt en posant x = cost.

Exercice 23. Calculer [ := ff eVidt.

Exercice 24. Soit a > 0. Calculer I(\) := f? t(li—tta) pour tout A > 0, en posant
T = t°.

Exercice 25. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction de classe C' strictement mono-
tone. Le but de 'exercice est de montrer que la formule de changement de variable

fab flo()@'(t)dt = (;zslb)) f(x) dx est valable pour toute fonction f intégrable au sens
de Riemann sur U'intervalle J = ¢([a, b]). (La subtilité est que f n’est pas nécessairement
continue.) Dans ce qui suit, on supposera que ¢ est strictement croissante, de sorte

que J = [¢(a), ¢(b)]. On rappelle aussi que ¢ est une bijection de [a,b] sur J.

(1) Soit u une fonction en escalier sur [¢(a), p(b)], et soit (zo,...,xy) une sub-
division de [¢(a), ¢(b)] adaptée a u, avec u(x) = oy, sur |ag, zpq], 0 < k <
N — 1. Déterminer explicitement v(t) := wu(¢(t))¢'(t) en introduisant les
points t;, := ¢~ (x3). En déduire que v est (R)-intégrable sur [a,b] et qu’on
a fabv(t) dt = f(ﬁ(f)) u(z) de.

(2) Soit g : [a,b] — R. On suppose qu’il existe deux suites (v,) et (v,) de
fonctions (R)-intégrables sur [a, b] telles que v, < g < v, pour tout n et
lim,, o0 f;(ﬁn —v,) = 0. Montrer que g est (R)-intégrable sur [a,b] avec
f: g = lim,,_, v,.

(3) Montrer que si f est une fonction (R)-intégrable sur [¢(a), ¢(b)], alors la fonc-

tion t — f(¢(t))¢'(t) est (R)-intégrable sur [a, b] et la formule de changement
de variable est valable.

Exercice 26. Soit b > 0. Montrer que si f : [=b,b] — R est une fonction (R)-
intégrable et impaire, alors ffb f(t)dt =0.
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Exercice 27. Soit f : R — R une fonction périodique de période R > 0. On suppose
que f est (R)-intégrable sur tout intervalle [u,v] € R. Montrer que si [u,v] est un

intervalle de longueur 7', alors [ f = fOT f

Exercice 28. Montrer que pour tout nombre réel u # —1 et pour tout N € N, on a

N
1 uNJrl
;( e v S SR e

En déduire que pour tout x € [0, 1], on peut écrire

[e.e]

Z ﬂx”“ =1In(1+x).

nzon—i—l

Exercice 29. En raisonnant comme dans 1’Exercice 28, montrer que pour tout x €
[0, 1], on peut écrire

0 p2ntl
arctan(z) = E (=" :
o 2n +1

Exercice 30. Montrer que pour tout x € R, on peut écrire

0 2k 0 2k+1

cosT = Z(—l)k (;k)‘ et sinx = Z(—l)"’ ﬁ

k=0 k=0

Exercice 31. Soit f : R — C une fonction de classe C*°. On suppose qu’il existe
une constante C' et une fonction continue o : R — R™ telles que

VEeNVteR : [fPt)] < C*Elalt).

Montrer que pour tout x € }—%, % [, on peut écrire
_ - f(0)

Exercice 32. Soit ¢ > 0, et soit f : [0,¢] — C une fonction de classe C3. On
suppose qu'on a f'(0) = f”(0) = 0 et | f”(t)] < 1+ ¢* pour tout ¢ € [0,¢]. Montrer

que | f(e) = F(0)| < 5 + &
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Exercice 33. Soit f : R — R une fonction de classe C2. On suppose qu'il existe des
constantes My et My telles que Vs € R 1 [f(s)| < My et |f"(s)] < Ms.
(1) Soit t € R fixé. Pour h € R, majorer |f(t+h)— f(t) —hf'(t)| aaide de My,
et en déduire que VA >0 : |f/(t)] < 22 h+2 2.
(2) Montrer qu’on a |f'(t)| < 2+/MyM; pour tout t € R.

Exercice 34. Soit f : [a,b] — C une fonction de classe C? telle que f'(a) = 0 = f(b).
On pose M = sup{|f"(t)|; t € [a,b]}.

(1) Pour x € [a,b], majorer |f(z) — f(a)| et |f(z) — f(b)] a l'aide de M.
) bfa 2
(2) Montrer qu’on a |f(b) — f(a)| < M%-

Exercice 35. Soit ¢ > 0.

(1) Etudier o(x) := 3 (z+ %) sur ]o, oof.
(2) Soit xg > 0, et soit (z,)nen la suite définie par la récurrence

1 a
Tntl = 5 (l‘n‘i‘ x_) :

(3) Placer x1, x5, x3 sur une figure, puis montrer que (x,) converge et trouver sa
limite.

(4) Calculer ¢'(y/a), puis montrer en utilisant l'inégalité de Taylor-Lagrange
qu’on a |p(z) — /a| < ﬁa (x — y/a)? pour tout = > +/a.

(5) On suppose que a > 1/4 et kg > y/a Montrer qu’on a |z, —+/a| < (zo—+/a)?*"
pour tout n € N.

(6) Dans cette question, on prend a = 2 et xy := 3/2. Comment suffit-il de
choisir n pour avoir |z, — \/§| < 107197 (Observer que v/2 > 1,4.)

Exercice 36. Soit a > 0, et soit k un entier au moins égal a 2.

(1) Etudier o(x) := (1— 1)z + == sur |0, 00].
(2) Soit xg > 0, et s0it (z,)nen la suite définie par la récurrence

1 a
Tpt1 = 1_E l’n‘i‘W'

Montrer que (z,) converge et trouver sa limite.
(3) En raisonnant comme dans I’Exercice 35 (question (4)), montrer qu’on a

k—1
lp(z) — a/*| < wE a VF (z — al/F)? pour tout x > a'/*



k=1 _—1/k
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(4) On pose ¢ := . Montrer que si zg > a'/*, alors

1 n
|z, — a'/*| < - (c(zo — a))2 pour tout n € N.



