L3 Intégration

Feuille d’exercices n° 9

Exercice 1. Soit f € L'(R), et soit f sa transformée de Fourier.

(1) Montrer que pour tout x # 0, on a
1

fla) =5 [0 = romf@) e at.

~

(2) En déduire que f(z) — 0 quand z — +o0.
Exercice 2. Montrer que si f,g,h € L'(R), alors (f xg) * h = f * (g = h).

Exercice 3. (inégalité de Young)

Soient p, g des nombre réels tels que 1 < p,q < oo et i + é > 1. On écrit

1 1 1

-4+ —-=14+--

p q r
Le but de I'exercice est de montrer que si f € LP(R) et g € LY(R), alors f x g est
bien définie presque partout et appartient a L"(R), avec

1+ gllr < W f1lp llgllg -

(1) Montrer que si u,v sont des fonctions boréliennes positives sur R, alors on a
pour tout x € R :

/Ru s (/R e dy)i (/R urt (@ — y)ori (y) dy) h

(2) Montrer que s = pr—p est supérieur a 1, et calculer I’exposant conjugué. En

déduire que si u, v sont des fonctions boréliennes positives sur R, alors on a
pour tout x € R :

/Ru:f(l’—y)v”(y)dyﬁ (/Rup(x—y)dy)p(:pl) (/qu(y)dy)m-

(3) Démontrer le résultat souhaité.
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Exercice 4. (test de Schur)

Dans tout l'exercice, () est un intervalle de R. Soit K : € x 0 — C une fonction
borélienne. Soit également p €]1,00], et soit ¢ 'exposant conjugué. On suppose
qu’il existe une fonction mesurable strictement positive w : 2 — R et une constante
C < o telles que les deux propriétés suivantes soient vérifiées :

(®) Jo K (x,y)| w(y)?dy < Cw(x)? pour tout x € §;
() [ IK (2, y)|w(z)? de < Cw(y)? pour tout y € Q.
1

(1) Soit f : 2 — C une fonction borélienne. En utilisant judicieusement l'inégalité
de Holder, montrer que pour tout x € €2, on a

[ st s o ( [ e 200 )"

(2) Déduire de (1) que si f € LP(Q), alors, pour presque tout z € €2, la fonction
y — K(z,y)f(y) est intégrable sur €, et la fonction Tk f définie (presque
partout) par

Tef () = [ Ka)(0) duto)
est dans LP(Q), avec ||Tx f]l, < C Hpr

Exercice 5. Soit p €]1,00[. En utilisant le test de Schur (exercice 4), montrer si
f € L*(]0,0]), alors la formule

1= [ L

0o TTY

a un sens pour tout x €0, 00, et que la fonction T'f appartient & LP(]0, 0o[).

Exercice 6. Soit p € L'(R), et soit p €1, 0o[. Utiliser le test de Schur pour montrer
que si f € LP(R), alors ¢ * f est bien définie presque partout et appartient a LP(R),
avec [l fllp < flofly [1f 1l -

Exercice 7. Soit f € L'(R), et soit (a,b) un intervalle borné de R. Pour N € N*,

on pose
N-1
b—a
=N E Tai’Nf,
=0

ot ayy = a+i52 et 7of(x) = f(z — ).
(1) Montrer que pour tout x € R, on a

Fe(@) = Lo+ f0) = 3 [ (s flo) = mf(a) .



et en déduire I'inégalité

b—a
N

IFy = L * flls < N / If = uflls ds.
0

(2) Montrer que la suite (Fy) converge en norme L' vers la fonction 1,y * f.

Exercice 8. (idéaux et translations)
Soit &€ un sous-espace fermé de L' (R). Le but de I'exercice est de montrer I’équivalence

des deux propriétés suivantes :
(i) € est invariant par translations, i.e. 7,f € £ pour toute f € £ et
pour tout o € R, ou 7, f(z) = f(z — )
(ii) € est un idéal de L'(R), i.e. ¢ x f € &€ pour toute f € & et pour toute
o € L'(R).
(1) Montrer que si f, € LY(R), alors (T,¢) * f = ¢ * (7o.f) pour tout o € R, et
en déduire que (ii) entraine (i).
(2) On suppose que (i) est vérifiée.
(a) En utilisant I’exercice 7, montrer que si f € &, alors p* f € £ pour toute
fonction ¢ en escalier.
(b) Montrer que (ii) est vérifiée.

Exercice 9. (Weierstrass par convolution)
(1) Pour n € N, on pose «,, = fjl(l — t3)"dt. Montrer que pour tout § €0, 1],
on a

1 1
lim —/ (1—t3H"dt =0.
é

n—00 (y,
(2) Soit f : R — C une fonction continue nulle en dehors de [—3, 3]. Pour n € N,
on définit P, : R — C par

P.f(z) = %n/lf(x—t)(l — 3" dt.

Montrer que les P, f sont polynomiales sur [—%, %], et convergent uniformément
vers f quand n — oo.

Exercice 10. Soit f € L'(R). On pose F(t) = fot f(s)ds, et pour € > 0, on définit
une fonction A, : R — C par
F(t4+¢e)— F(t)

£

A(t) =

(1) Montrer qu'on a A, = p. * f, o p. = %1[_670].
(2) En déduire que A, tend vers f en norme L' quand & — 0.
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Exercice 11. Soit f : R — C une fonction localement intégrable. On suppose qu’on
a [, f(t) dt = 0 pour tout intervalle borné I C R. En utilisant I'exercice 10, montrer
que f(x) = 0 presque partout.

Exercice 12. (probleme de la chaleur)

Si f: R — C est une fonction continue 27-périodique, le probléme de la chaleur
associé a f, noté (P), consiste a trouver une fonction u : [0, 0c0[xR — C vérifiant
les propriétés suivantes :

(P1) Pour tout ¢t > 0, la fonction = — u(t, x) est 2mw-périodique;
(P2) u(t,z) est de classe C* sur ]0, 0o[xR et y vérifie Iéquation de la chaleur

ou  du
ot 02’
(P3) w est continue sur [0, co[xR;
(P4) u(0,z) = f(z) pour tout z € R.
On veut montrer ici que pour toute fonction f : R — C continue 27-périodique, le
probleme (P); admet une unique solution.
(1) Pour o > 0 et A € R, calculer I'intégrale fj:oo e g g
(2) Soit o > 0 et soit ¢ : R — R définie par

+o0
—ol(T— n7'r2
o(z) = Z emale=mm®

n=—oo

(a) Justifier la définition, puis montrer que ¢ est de classe C! et 2r-périodique.
(b) Calculer les coefficients de Fourier de ¢.
(3) Pour ¢t > 0, on définit G; : R — C par

“+o00

Gt(l') _ Z e—n2t6ina} ]

n=—oo

(a) En utilisant (2), montrer qu’on a également

T 2 (z—2n7‘r)2
Gi(z) = n Z e” a |

(b) Montrer que la famille (Gt);~o vérifie les propriétés suivantes :
1 s
(iii)) Vo >0  lim sup Gy(z) =0.

=0 s<ja|<n
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(4) Soit f : R — C continue 27-périodique. On note (¢,(f))nez la suite des
coefficients de Fourier de f, et on définit u : [0, co[xR — C par u(0,z) = f(x)

et
—+o00

u(t,z) = Z ea(f)e ™ pour t > 0.

(a) Justifier la définition, et montrer que pour ¢t > 0, on a
uta) = 5= [ Gl =t dn=5- [ Glnfta =y
(b) Montrer que u est solution du probleme de la chaleur associé a f.
(5) Soit v : [0,00[xR — R une fonction vérifiant (P1), (P2) et (P3).
(a) Pour ¢t > 0, on pose

E(t) = /027r v(t, z)*dx .

Montrer que la fonction E est décroissante sur [0, col.
(b) En déduire que si v(0,z) = 0 pour tout = € [0, 27], alors v = 0.
(6) Conclure.

Exercice 13. Existe-t-il une fonction f € L'(R) telle que Vg € L'(R) : fx*g = g?

446

Exercice 14. Soit f : R — R définie par f(t) = e™*" sit > 0 et f(t) = —e " si
t < 0. La transformée de Fourier de f est-elle intégrable sur R?

Exercice 15. (formule sommatoire de Poisson)
Dans tout 'exercice, f est une fonction intégrable sur R

(1) Montrer que pour presque tout ¢ € R, la série ), f(t+27n) est absolument
convergente, et que la fonction f,., définie (presque partout) par

four(t) = Y f(t+2mn)

n=—oo

est intégrable sur [0, 27].

(2) Montrer que la fonction fpe, est 2m-périodique, et exprimer ses coefficients de
Fourier a 'aide de la transformée de Fourier de f.

(3) On suppose que la fonction f est de classe C', et qu'on a |f(t)| = O (55) et
|f/(t)] = O (%) quand |¢| tend vers l'infini. Montrer qu’on peut écrire

Z f(n) =27 Z f(2mn).

Cette formule s’appelle la formule sommatoire de Poisson.
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+o0
Exercice 16. Pour s > 0, on pose 8(s) = 3 e~™" . En utilisant la formule somma-
—00

toire de Poisson (exercice 15) montrer que la fonction 6 vérifie I’équation fonctionnelle

1 1
O(s)=—7=0|-) .
0=7(3)
Exercice 17. (espace de Schwartz)
On note S(R) I'ensemble des fonctions f : R — C de classe C* telles que

1
Vn,keN : f(")(x)zo(w) quand z — +00.

(1) Montrer que si f € S(R), alors f € S(R).
(2) Montrer I'application f +— f est une bijection de S(R) sur S(R).

Exercice 18. Soit g € S(R).
(1) Montrer qu’il existe une unique fonction f € S(R) telle que f12) 4 f (8)—1-']‘“ =g.
(2) Quen est-il en général pour une équation différentielle du type > g a; f@ = ¢?

Exercice 19. (séries lacunaires nulle part dérivables)

Dans tout I'exercice, A = ()\,) est une suite strictement croissante de réels positifs, et
o = (o) est une suite de nombres complexes vérifiant > |ay,| < +0o. On définit
une fonction W = W, , : R — C par la formule

W(t) = Z a, €t
n=0

(1) Montrer que W est bien définie, et continue bornée sur R.
(2) Donner une condition suffisante simple (portant sur A et ) pour que W soit
de classe C'.

Dans toute la suite, on suppose que la suite \ est “lacunaire”, ce qui signifie qu’il
existe une constante ¢ > 1 telle que

Vn eN : >\§+120

On veut montrer que si A,a, ne tend pas vers 0, alors la fonction W n’est dérivable
en aucun point.

(3) Montrer que si W est dérivable en un point ¢y € R, alors on peut écrire
W(t) =a+b(t —to) + (t —to)g(t —to) ,

ol a,b sont des constantes et g est une fonction continue bornée vérifiant

9(0) = 0.
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(4) Montrer qu’il existe une fonction ¢ intégrable sur R dont la transformée de
Fourier est de classe C*, a support dans |1/c, [, et vérifie p(1) = 1.
(5) Calculer [, p(t)dt et [, to(t) dt apres avoir justifié I'existence de la deuxieme

intégrale.
(6) Soit tg € R. Pour k € N*, on pose
400
I, = W (t) o(Me(to —t)) dt .

(a) Justifier la définition de I, et calculer I;, en fonction de ay, Ay et to.
(b) Montrer que si W est dérivable en tg, alors Iy = o(1/A?) quand k tend
vers 'infini.

(7) Conclure.

Exercice 20. Montrer que pour tout # € R, on a [e?* —1|? = 4sin? z +sin?(2x). En
déduire, en considérant la fonction f = 1jg2}, la valeur de I'intégrale I = fR S“;# dx.

Exercice 21. Soit f: R — C de classe C'. On suppose que f' € L' N L*. Montrer
que f e L.

Exercice 22. (principe d’incertitude)

(1) On note S(R) l'espace de Schwartz (cf 1'exercice 17), et on définit deux ap-
plications linéaires A, B : S(R) — S(R) par

Au=1u" et Bu(t) =tu(t).

(a) Montrer qu'on a AB — BA =i Id.
(b) Montrer que A et B sont “autoadjoints” relativement au produit scalaire
usuel de L?(R); autrement dit, que si u,v € S(R), alors

(Au,v) 2 = (u, Av) 2,

et de méme pour B.
(c¢) Déduire de (a) et (b) que si u € S(R), alors

|ul|Z2 = 2Tm (Bu, Au) - .

(2) Si u € S(R), on note tu la fonction t — tu(t) et zu la fonction z — zu(z).
Montrer qu’on a

—~ ™
e SR - il el > 13 Il



