L3 Intégration

Feuille d’exercices n° 8

Exercice 1. Soit (£2,B, 1) un espace mesuré, et soient p, g tels que 1 < p < ¢ < 0.

(1) Soit (A, )nen une suite d’ensembles mesurables deux-a-deux disjoints, et soit
(atn))nen une suite de nombres réels positifs. Soit également r € [1,00[. A
quelle condition la fonction f =Y " a, 14, appartient-elle & L"?

(2) On suppose qu’on peut trouver gy > 0 et une suite (A,),eny d’ensembles
mesurables deux-a-deux disjoints tels que g9 < u(A,) < oo pour tout n € N.
Montrer qu’il existe une fonction f € L? qui n’appartient pas a LP.

(3) On suppose qu’il existe une suite (A, ),en d’ensembles mesurables deux-a-
deux disjoints tels que u(A,) > 0 pour tout n € N et lim,, ., u(A,) = 0.
Montrer qu’il existe une fonction f € LP qui n’appartient pas a L9.

Exercice 2. Soit p € [1,00]. Trouver une fonction f telle que f € L?(]0, co[) mais
f n’appartient a aucun L? pour q # p.

Exercice 3. Trouver une fonction f € L*(R) qui ne soit pas bornée.

Exercice 4. Soit (2,8, ;1) un espace mesuré, et soit f une fonction mesurable sur
Q. Montrer que si f € L' N L>, alors f € LP pour tout p € [1,00].

Exercice 5. Soit (2,8, ) un espace mesuré, et soit f : 2 — C une fonction
mesurable. On suppose qu’il existe deux constante a < oo et ¢ > 0 telle que

VE>0: p({z e |flx) >t}) <ae ™.
Montrer que f € LP pour tout p € [1, 00].

Exercice 6. Soit (2,9, i), et soit (f,)nen une suite d’éléments de L'. On suppose
que (f,) converge presque partout vers une fonction f: Q — C.

(1) Montrer que si (f,,) est bornée dans L', alors f € L' et ||f|; < Lm|| f, ||

(2) En appliquant le théoreme de convergence dominée a g, = |f—f|—(|ful—|f]),
montrer que si f € L et si ||fu|l1 — ||f|l1, alors f,, — f en norme L'.

(3) Montrer qu’on peut avoir sup,, || fn|[1 < 0o sans que (f,) converge vers f pour
la norme L.
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Exercice 7. Soit (2,8, ;1) un espace mesuré, et soit p € [1, 00[. Soit également (f,,)
une suite de fonctions de LP. On suppose que la suite (f,,) converge simplement vers
une fonction f, et que (f,,) est bornée dans LP. Le but de 'exercice est de montrer
qu’on peut écrire, quand n — oo :

LFally = I+ 1 fn = FII +o(1)
(1) Montrer que f € LP.
(2) Montrer que pour tout € > 0, il existe une constante C. < oo telle que
VieRY © (1+t)P<1+4+e+Ct”.

Montrer ensuite qu’on a (a+ b)? < (1+¢)a? + C.b” pour tous a,b € RT, puis
que

Vu,v € C ¢ |Ju+ v — [u]?| < eluf’ + C. |v]P.
(3) On écrit f, = g, + f, et pour € > 0 on pose

+
Gue = (|lgn+ 117 = 1oal? = 17| = €16 ]?)

Montrer & I’aide de (2) et du théoreme de convergence dominée qu’on a

Ve>0: lim [ G,.dp=0.

n—oo 0

(4) Déduire de (3) qu'on a

tin [0 = 1f = 77 = 1] du =0,

et conclure.

Exercice 8. Soit (2,8, 1) un espace mesuré, et soit p € [1,00]. Montrer que
I'ensemble F = {f € L?; |f(z)| < 1 presque partout} est fermé dans LP.

Exercice 9. (lere inégalité de Clarkson)

Soit (€2, B, u) un espace mesuré, et soit p € [2, 0o[. Le but de 'exercice est de montrer
que pour toutes fonctions f,g € LP, on a l’inégalité suivante :

‘f+g Hf gll” 1

< 5 (U1 + )
(1) Montrer que dans le cas p = 2, on a méme égalité.
(2) Montrer que la fonction ¢(t) = (2 + 1)?/2 — t» — 1 est croissante sur R, et
en déduire que

Ya,3>0 : af + p° < (a* 4 pHP/2.



(3) Déduire de (1) et de la convexité de la fonction ¢ — #7/2 que

a+b a—>bP 1
< = P 1p|Py.
! 2 < 5 b+ o)

p

Va,b e C :

(4) Conclure.

Exercice 10. (inégalité de Hanner)

Soit (€2,B, ;) un espace mesuré, et soit p €|1,00[. Soient également f,g € LP a
valeurs réelles. Le but de l'exercice est de montrer les inégalités suivantes :

1F +gllp +11f = glly = A1l + lgllp)” + LAl = llglll” - sip <2,
1f +gllp + 11f = gll” < (U fllp + lgllp)” + LAl = llgll " sip>2.
(1) Pour r €]0, 1], on pose
ar)=1+rP "+ 1 -r)Pt et B(r)= [(1 + )Pt — (1 - r)p’l} ri=r.
(a) Soit ¢ €]0,1]. Montrer que ¢.(r) = a(r) + 5(r) ¢’ admet un maximum
enr=csip<2 et un minimum en r =c¢sip > 2.
(b) Montrer qu’on a 5(r) < a(r) sip <2et S(r) > a(r) sip > 2.
(c) Déduire de (a) et (b) que si ¢ €10, 1], alors on a pour tout r €10, 1]:
a(r) +p(r) e < a(r)e”+5(r) sip <2,
a(r)+p(r)c? > alr)®+ B(r) sip>2.
(2) Montrer que si A, B € R, alors on a pour tout r €10, 1] :
a(r) |AP +B(r) |BIP < [A+ BIP +[A - B sip<2,
a(r)|AP+p(r)|Bf > |[A+ BP+|A— B sip>2.
(3) On suppose g # 0 et on pose ¢ = ||g||,, de sorte que ¢ €]0, 1]. Déduire de (2)
qu’on a pour tout r €10, 1] :
If+gllp+1F =gl = alr) + B(r) ¢ sip <2,
If+gllp+ 1 =gl < alr) + 5(r) " sip=>2.
(4) Démontrer le résultat souhaité.

(5) Pour p = 2, montrer directement qu’on a

1F + 915+ 11F = gl13 = (11l2 + lgll2)* + (I Fll2 = llgll2)* -

Exercice 11. (uniforme convexité de LP)

Soit (€2,B, 1) un espace mesuré, et soit p € [2,00[. En utilisant au choix I’exercice
10 ou lexercice 9, montrer que si (f,) et (g,) sont deux suites dans LP telles que
[ frllps [lgallp et Hf”%Hp convergent vers la méme limite, alors || f,, — gu|l, — 0.
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Exercice 12. (projection sur un convexe fermé)

Soit (€2,B, ;) un espace mesuré, et soit p € [2,00[. Soit également C' une partie
convexe fermée (non vide) de LP; et soit u € LP. On pose

d = dist(u,C) = inf {||¢p — u|l,; ¢ € C}.
(1) Soit (¢,) une suite quelconque d’éléments de C' telle que ||¢, — u|l, — d.

(a) Montrer que Hw — qu — d quand k,l — oo.

(b) En déduire, a ’aide de I'exercice 11, que la suite (¢,,) est de Cauchy dans
LP.
(2) Montrer qu’il existe une unique ¢ € C telle que ||¢ — ul|, = dist(u, C).

Exercice 13. (dérivées directionnelles de la norme)

Soit (2,8, ;) un espace mesuré, et soit p €]1,00[. Soient également f, h € LP a
valeurs réelles. Pour t € R, on pose

N(t) = [If +thll,.
(1) Montrer que la fonction ¢(x) = |z|P est dérivable sur R et déterminer ¢'(x).
(2) Montrer que si t € [0, 1], alors
(L+t)[fP—t|f —hlP < |f+thlP <t|f+hP+(1—t)|fP.

(3) Montrer que la fonction N est dérivable en 0, avec

N0 = [l

Exercice 14. (Holder entraine Minkowski)

Soit (€2,B, ;1) un espace mesuré, et soient f et g deux fonctions mesurables positives
sur §2. Soit également p €]1, 00[. En observant que

[f(@) + g(@)I” < |f (@) |f(z) + g(@) P~ + [g(@)] |f (@) + g(x) P~

pour tout x € ) et en utilisant l'inégalité de Holder, démontrer I'inégalité de
Minkowski |[f + gllp < [[f1lp + llglp-

Exercice 15. (inégalité de Jensen)

Soit ¢ : I — R une fonction convexe sur intervalle I C R.

(1) Montrer que pour tout ty € I, on peut trouver une fonction affine a : I — R
telle que a(ty) = (ty) et Yt € I : a(t) < p(t).



(2) Montrer que si (2,8, 1) est un espace mesuré tel que p(2) = 1, et si f :
2 — R est une fonction intégrable telle que f(£2) C I et telle que g o f est
intégrable, alors [, fdu € I et

w(/ﬂfdu) S/QsaOfdu-

Exercice 16. Soit ¢ : I — R une fonction convexe sur intervalle I C R. En utilisant
I'inégalité de Jensen (exercice 15) montrer que si x1,...,xy € I et si Ay,..., Ay sont

des réels positifs tels que Zf[ A, = 1, alors

® (Z Aﬂi) < Z Aip(4) .

i=1 =1

Exercice 17. Montrer qu'on peut déduire l'inégalité de Holder de l'inégalité de
Jensen.

1
t

Exercice 18. Soit (£2,B, 1) un espace mesuré, et soient p, ¢, > 1 tels que %—l—% =
Montrer que si f € LP et g € L, alors fg € L™ et |[fall. < | fll» [l9ll4-

Exercice 19. Soit (2,8, 1) un espace mesuré, et soit F' une fonction mesurable
strictement positive sur €2. On pose

J={te[l,c[; FeL}.

(1) En utilisant 'exercice 18, montrer que J est un intervalle.
(2) Montrer que la fonction ¢ — log (|| F||%) est convexe sur J.

Exercice 20. Soit (2,8, 1) un espace mesuré, avec p(2) = 1. Montrer que pour
toute f € L™, on a || fllec = lim,—o0 || f]lp-

Exercice 21. Montrer que la fonction log(I') est convexe sur (0,00) en utilisant
uniquement la définition de la convexité et 'inégalité de Holder.

Exercice 22. Soit f: R — R une fonction de classe C!. Montrer que si f' € LP(R)
pour un certain p > 1, alors f est uniformément continue.

Exercice 23. (inégalité de Wirtinger)
Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C' telle que f(0) =0 = f(l)

(1) Montrer que Il fo (t) cotan(mt) dt et I, = fo 2(1 + cotan®(rt)) dt
existent, et qu'on a I} = —[2



(2) En déduire 'inégalité suivante :

1
1Al < = 1Ml
™

Exercice 24. (splines)

Dans tout le probleme, o = (zo,...,xy) est une subdivision d’un intervalle [a, b].
On note S, 'ensemble des fonctions ¢ : [a,b] — R de classe C? dont la restriction &
chaque intervalle [x;, z;41] est polynomiales de degré au plus 3. Les fonctions de S,
s’appellent des splines d’ordre 3.

(1) Le but de cette question est détablir le résultat suivant : si yo, ..., yn, ¥, Yn
sont N +3 réels donnés, alors il existe une unique p € S, vérifiant p(x;) = y;

pour tout 1 € {0,..., N}, ¢'(a) =y et ©'(b) = yly-
(a) Montrer que S, est un espace vectoriel de degré N + 3.
(b) Montrer que si ¢ € S, vérifie p(x;) = 0 pour tout i € {0;...n}, alors

!/w%ww—w%w%m—wmw%@.

On pourra commencer par vérifier qu’on a f;j“ ¢ (t)" (t) dt = 0 pour
tout ¢ < N.
(¢) Démontrer le résultat souhaité.

(2) Soit g : [0,1] — R une fonction de classe C? telle que g(0) = 0 = g(1).
montrer qu’on a ||g|le < [|g”]| L2

(3) Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C?, et soit ¢ 1'unique fonction de
S, vérifiant ¢(x;) = f(z;) pour tout i, ¢'(a) = f'(a) et ¢'(b) = b. Le but de
cette question est de montrer qu’on a

1f = ¢lloe < C NI f" 2 BY?,
ol h, = max{x;;; — z;; 0 <i < N} est le pas de la subdivision o.

(a) Montrer qu’on a

17 NZe = (= @) llze + 112 -

On pourra intégrer (f”—¢")” par parties sur chaque intervalle [z;, z;41].
(b) Montrer que pour tout i € {0;...;n — 1}, on a

sup |(f — @) < I(f — )" llz2 1

tE[Z‘i,Z‘i+1]

ol on a posé h; = x;1 — ;.
(¢) Démontrer le résultat souhaité.



Exercice 25. (“principe de dualité”)

Soit (€2, B, u) un espace mesuré. On note M™(€2) 'ensemble des fonctions mesurables
positives sur Q. Soit également p € [1, 00|, et soit ¢ 'exposant conjugué.

(1) Montrer que si F' € M™(Q) est dans L?, alors

) £l = { [ PG 6 e M@ et =1}
X
Pour 'une des deux inégalités, on pourra considérer G = |I§ T‘f/q

(2) Dans cette question, on suppose qu’il existe une suite croissante d’ensembles
mesurables (£2,,) telle que p(€2,) < oo pour tout n et Q = J;~ 2,. Le but de
la question est de montrer que (x) est valable pour toute F' € M*({2), méme
si F' n’est pas dans LP.

(a) Soit F' € M + (2) quelconque. Pour n € N, on pose F,, = 14, F, ou
A, =Q,N{z € Q; F(z) <n}. Montrer que F, € L”.
(b) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 26. (forme intégrale de Minkowski)

Soient [ et J deux intervalles de R, et soit ® une fonction borélienne positive sur
I x J. Soit également p € [1,00]. Pour tout ¢t € J, on note ®(-,s) la fonction
I>z— (I)(:L‘ s); et on note [, ®(-,s)ds la fonction I 3  — [, ®(x,s)ds. En
utilisant le “principe de dualité” (exercme 25), montrer qu’on a

| [#c 0| < [oc.oa
J

Exercice 27. (inégalité de Hardy)
Soit p €]1,00][. Si f € L*(]0,o0[), on définit une fonction T'f :]0, co[— C par

zi/oxf(t)dt

(1) Justifier la définition, et vérifier que T f(z fo
(2) En utilisant I'exercice 26, montrer que 7' f € LP, avec

p
ITfl|r < 1 11| ze-

(3) La question précédente montre que 7" est une application linéaire continue de
LP dans LP. En considérant des fonctions f de la forme f(t) = &, montrer
que la norme de T est exactement égale a z%'



8

Exercice 28. Une fonction ¢ : R — C est dite en escalier si elle nulle en dehors
d’un intervalle compact [a,b] et en escalier au sens usuel sur [a,b]. Montrer que les
fonctions en escalier sont denses dans L'(R).

Exercice 29. (Riemann-Lebesgue)

Montrer que I'application (lindaire) f — f est continue de L'(R) dans L®(R). En

~

déduire, en utilisant I'exercice 28, que si f € L'(R), alors f(z) — 0 quand z — +o0.

Exercice 30. Soit (£2,B, 1) un espace mesuré. Pour tout n € N, on se donne une
partition P, de Q en un nombre fini d’ensembles mesurables. Pour toute f € L', on
définit une fonction 7,,f : 2 — C par

v S ()

IePy

(1) Montrer que T,,f € L' pour toute f € L', et que I'application (linéaire)
T, : L' — L' est continue, avec ||T,|| < 1.

(2) Dans cette question, on suppose que €2 est un compact de Rd, que p est
la mesure de Lebesgue, et que 6, := sup{|I|; I € P,} tend vers 0 quand
n — oo.
(a) Montrer que si f est une fonction continue sur €, alors 7,,f — f uni-

formément.

(b) Montrer que T}, f — f en norme L' pour toute f € L.



