L3 Intégration

Feuille d’exercices n° 6

Exercice 1. Soit f une fonction intégrable sur [0, 00|, a valeurs complexes. Déterminer

; too _nsin?z
nll—>nc>10‘[0 e f(z)dz.

Exercice 2. Soit f : [0,00[— C une fonction intégrable sur [0, co[. Déterminer la
limite lim [ f(5%5 1) dt.
n—oo

. . n x n —2z . n oz n $/2
Exercice 3. Calculer nh_{](f)lofo (1+ %) e dx et nh_)rgofo (1—2)"e"/? du.
Exercice 4. Soit f : [0,1] — C une fonction intégrable.

(1) On suppose que f possede une limite a gauche en 1. Montrer que

lim n/o o f()de = f(17).

n—oo

(2) On suppose que f possede une limite a droite en 0. Montrer que
1

. h T,y
iy | e /@) de =570,

Exercice 5. Calculer fol 2" log x dxr pour tout entier n > 1, et en déduire 1’égalité

'log x =1
de =Y —-

Exercice 6. Montrer qu’on a
1 2 e n—1
1 —1
[lsnty, _yy LU
o 1+ “—~ (2n+1)
Exercice 7. Montrer que pour tous p,q > 0, on a
1 p—1 & -1 k
/ L 3 (=1~
o 1+ x —pt kq
En déduire que si 0 < p < 1, alors
400 l’p_l 1 o0 (_1)k
dr — = — 9 .

1




oo
Exercice 8. Montrer que pour tout a € R, on a [~ sines) gp = S0 P i

=1 P
Exercice 9. Montrer qu'on a Z 2n—37; = arctan(l) = §-

Exercice 10. Calculer I'intégrale |, ! M dt.

Exercice 11. En considérant f,(z) = i e!k+t10xk montrer que pour tout 6 €

10, 27], on peut écrire

8

0
= —log |2sin —| .
og‘ sm2‘

Exercice 12. Le but de I'exercice est de calculer la somme S = Z %

k=1
(1) Calculer ) coskz pour 0 < x <, et en déduire que
k=0
T = sinkz o2 sin(2n + 1)t
Ve el0,n] @ - = ——dt.
z €10, ] 2 N k /0 sint

(2) On pose g(0) =0 et g(t) = = — T pour 0 < ¢ < 7.

sint
(a) Montrer que g est de classe C' sur [0, 7[.
(b) En intégrant par parties, montrer que limy o fom/ 2 g(t) sinktdt = 0,
uniformément par rapport a = € [0, 7.
(3) On rappelle que I'intégrale généralisée f > smt dt existe et vaut 7- Déduire de
(1) et (2) que pour tout x €0, 7], on a

o0 .
sinkrx w—=x

k2

k=1
(4) En appliquant le théoreme de convergence dominée a la suite (s,) définie par

n .
sn(t) = > 25 montrer pour tout z € [0, 7], on a
k=1

> cosk:c_ =1 T T
w2ttt
k=1 k=




(5) En déduire qu’'on a

—_
3

k2

..;;

k=1 k=1
puis déterminer la valeur de S.

Exercice 13. Soit f,(r) = €™ — 2¢7"* pour z > 0, et n € N*.

(1) Montrer que f(x) =>_1° fu(z) est bien défini pour tout = > 0.
(2) Montrer que les fn et f sont intégrables sur ]0, ool.

(3) Calculer [° f(x)dx et Z (J;° fu(z) dz). Expliquer.

Exercice 14. Soit g : [0,1] — C une fonction continue. On suppose qu’on a

1
/ g(t)e™ dt
0

Le but de I'exercice est de montrer que g = 0.
(1) Soit f une fonction intégrable sur [0, 1], et soit x €]0, 1].

) Montrer que pour tout entier £ > 1, on a le droit d’écrire

n o0 n 1
/ +1 ekn(xft)f(t) dt = Z (—13 +1 / ekn(:pft)f(t) dt .
: 0

n=1

sup < 00.

n>0

En dedulre qu’on a

/ f(t)dt = lim ﬂ/l ekn(m—t)f(t) dt
k—oo n!
n=1 : 0

(2) En appliquant (1) a f(t) = g(1 —t), montrer qu’on a f1 g(t) dt = 0 pour
tout x € [0, 1].
(3) Conclure.

Exercice 15. Soit f une fonction intégrable sur R et soit a > 0.

(1) Calculer [ ( Z ’f ) d.

(2) En déduire que pour presque tout z € R, on a lim
n—oo

fnx) _

no

Exercice 16. Soit f : R — C une fonction intégrable, et soit (\,) une suite de
nombres réels positifs vérifiant »° ﬁ < 0o. Montrer que pour presque tout x € R,
on a lim, o f(Anz) = 0. On pourra considérer la série > |f,|, ou fn(z) = f(A\.2).
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Exercice 17. Soit F' : R — R une fonction dérivable en tout point. On suppose que
la fonction F” est bornée (mais pas nécessairement continue).

(1) Justifier que F” est une fonction borélienne.
(2) Montrer que la fonction F' est lipschitzienne.

(3) Montrer que pour tous a,b € R, on a F(b) — F(a) = f; F'(t) dt.

Exercice 18. Soit (£2,B, 1) un espace mesuré, et soit (f,) une suite de fonctions
intégrables sur 2, a valeurs complexes. On suppose que la suite (f,,) converge sim-
polement vers une fonction f : 2 — C. On suppose également qu’il existe une
constante C' < oo telle que Vn € N : [ [f,| du < C. Montrer que la fonction f est
intégrable sur (2.

Exercice 19. Donner un exemple d’'une suite de fonctions mesurables f,,: R — R,
décroissant vers 0 pour laquelle lim [; fu(z) dz # 0.
n—oo

Exercice 20. Soit (£2,B, 1) un espace mesuré, et soit (f,) une suite de fonctions
intégrables sur {2, a valeurs complexes. On suppose que la suite ( f,,) converge presque
partout vers une fonction intégrable f : 2 — C.

(1) Montrer qu’on a

tim [ 1fu= F1= (1fal = 1FD]dn =0
Q

n—o0

(2) En déduire que si [, |fn| dp tend vers [, |f|du quand n tend vers l'infini,
alors [, |fn — fldp tend vers 0.

Exercice 21. Soit (£2,2, 1) un espace mesuré, et soit f :  — RT une fonction
mesurable. On suppose qu’on a 0 < fQ fdu < oo. Pour a > 0, déterminer

i o [ 1+ (29) ]t

On aura a distinguer 3 cas: 0 < a <1, a =1 et a > 1. Dans le troisieme cas, on
pourra utiliser I'inégalité (1 + x)* < e**, apres I'avoir démontrée.

Exercice 22. Soit (2,8, 1) un espace mesuré, avec p(€2) < oo. Toutes les fonctions
sur ) considérées sont mesurables et a valeurs complexes. On dit qu’une suite de
fonctions (f,,) converge en mesure vers une fonction f si, pour tout € > 0, on a

Jim p({z € |fale) — f(2)] > £}) = 0.
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(1) Montrer qu’une suite (f,,) converge en mesure vers une fonction f si et seule-
ment si

lim [ min(1,|f, — f])dup=0.

n—oo 0

(2) En déduire que si une suite (f,,) converge presque partout, alors elle converge
en mesure.

Exercice 23. (sommes de Riemann)

Dans tout l'exercice, f : [a,b] — R est une fonction intégrable. Pour n € N*, on pose

b— n—1 b—
¢ (a—l—k a)'
n
k=0

(1) On suppose que f est bornée et que ’ensemble des points de discontinuité de

f est de mesure (de Lebesgue) nulle. Montrer que R, (f) — ff f(t) dt quand
n — oo.
(2) Montrer que si f est lipschitzienne, alors

—/abf(t)dt:O(%>.

(3) On suppose que f est de classe C!. Montrer qu’on a

N[ a0a="2 00 - e +o ().

(4) On suppose que f est de classe C2. Déterminer deux constantes a, 3 telles
que
b
a f 1
/a f(t)dt—Rn(f) = g+ﬁ+0<ﬁ) .

Exercice 24. Soit (2,8, 1) un espace mesuré, et soit f une fonction intégrable sur
), a valeurs complexes.

(1) Pour n € N*, on pose A" = {z € Q; = < |f(z)| < n}. Vérifier que la suite
(A™) est croissante, et déterminer | J 2, A™.
(2) Déduire de (1) que pour tout n > 0, on peut trouver un ensemble A, € 2
vérifiant les propriétés suivantes:
(a) (Ay) < o0
(b) La fonction f est bornée sur A,;
c) fQ\An |fldp <.




(3) En utilisant (2), montrer que pour tout € > 0, on peut trouver 6 > 0 tel que
VBed ,u(B)<(5:>/|f]d,u<5.
B

(4) On suppose que 2 = R et que u est la mesure de Lebesgue. Pour x € R, on
pose

Flz) = /_ .

Montrer que la fonction F' est uniformément continue sur R.

Exercice 25. Dans tout 'exercice, (£2,B, i) est un espace mesuré.

(1) Soit ¢ : RT™ — R une fonction continue > 0, de classe C! sur |0, 00] et telle
que ¢(0) = 0. Montrer que pour toute fonction mesurable positive f sur €,
on a

/X O/ () dulz) = / T Oue: f) > ).

(2) Expliciter la formule précédente lorsque ¢(t) = t*, ou p > 1.
(3) Soit f une fonction mesurable positive sur 2. On suppose qu'il existe deux
constantes A < co et ¢ > 0 telles que

VE>0 : p({z; flz)>t}) < Ae .
Montrer qu'on a [, f(z)du(x) < co pour tout p > 1.

Exercice 26. Montrer que la formule f(z) = [ e~ sin(t3z) dt définit une fonction

0
de classe C* sur |0, co.

Exercice 27. Le but de 'exercice est de calculer I'intégrale I = fooo a2

N
(1) Pour x € R, on pose F(z) = <f0$ et dt) . Montrer que F' est dérivable sur
R et calculer F”.
1 og—22(1+t2)
(2) O/n pose G(z) = [ “—
G'.

(3) Montrer qu’on a lim, ;. G(z) = 0.
(4) Calculer I.

dt. Montrer que G est dérivable sur R et calculer

Exercice 28. Dans cet exercice, on donne une méthode pour calculer, pour tout
a > 0, la valeur de 'intégrale
Ia:/e_atzdt.
R



—xt?

1+4¢2

(a) Justifier la définition, et montrer que f est continue sur R*.

(b) Calculer f(0) et déterminer lim, o f(z).

(c) Montrer que f est dérivable sur |0, oo| et vérifie une équation différentielle
du type f'(z) — f(z) = \/LE, oll ¢ est une constante qu’on exprimera en
fonction de I;.

(d) Résoudre I'équation différentielle précédente, puis calculer 1.

dt.

(1) On définit f : RT — R par f(z) = /°°
0

(2) Calculer I, pour tout a > 0.

Exercice 29. Le but de 'exercice est de déterminer la transformée de Fourier de la
fonction f: R — R définie par f(t) =

(1) Pour n € N*, on définit g, : R — R par g,(z) = [" 1+;§ dt. Montrer que
les g, sont de classe C!, et que la suite (g/,) converge uniformément sur tout
intervalle [a, 0o, a > 0.

(2) Déduire de (1) que la fonction f est de classe C! sur 10, ¢], et donner une
formule pour f (). Montrer ensuite que pour tout > 0, on a

f’(x):/ —iu e " du.

u? + 12

_1_
1+t2

(3) Montrer que f est deux fois dérivable sur |0, oo[ et y vérifie 'équation différentielle

fr=7
(4) Montrer qu’on a f(x) = me~ "l pour tout = € R.

2
Exercice 30. Pour z > 0, on pose F(z) = [~ 1’et; dt.

(1) Justifier la définition, et montrer que F' est continue a droite en 0.
(2) Montrer que F est dérivable sur ]0, oo[ et calculer F'(x) pour x > 0.
(3) Calculer F(x) pour tout « > 0.

Exercice 31. Montrer que pour tout A > 0, on a f;* @ dr = log \.

Exercice 32. Calculer F(t) = f0+°° % dx pour tout t € R.

Exercice 33. Montrer que pour tout ¢ > 0, on a

o0 2
/ e—c/a: —x /2 \/> \/7
0
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Exercice 34. (fonction Gamma, 1)
Pour x > 0, on pose

F(x):/ t" e tdt.
0

(1) Justifier la définition.

(2) Montrer que la fonction I" est de classe C* sur ]0, ocol.

(3) Déterminer lim, o+ I'(z).

(4) Montrer que la fonction log I' est convexe.

(5) Trouver une relation entre I'(x+1) et I'(z), et en déduire la valeur de I'(n+1)
pour n € N.

Exercice 35. (fonction Gamma, 2)

On garde les notations de l'exercice 34. Le but de I'exercice est de montrer que pour

tout x > 0, on a

nln®

F(I):r}l—g}ox(ﬁ—#l)(x—l—n)

(1) Pour n € N et z > 0, on pose J,(z) = fol u* (1 — u)" du. Trouver une
relation entre J,(z) et J,_1(x+ 1) pour n > 1, et en déduire J,(x) pour tout
n € N.

(2) Pour n € N et z > 0, calculer lintégrale ["¢*~! (1 —£)" dt.

(3) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 36. (fonction Gamma, 3)

On garde les notations de l'exercice 34. Le but de I'exercice est d’établir la formule
de Stirling, qui donne un équivalent de I'(z + 1) quand = — oo :

(x4 1) ~z%e *V2mz.
(1) Montrer que pour tout z > 0, on a I'(z + 1) = z%e "/x [, g(x,u) du, ou
g(z,u) =0six < —uet g(x,u) = exp <x log(1 + \%) — uﬁ) si x> —u.

(2) Pour u > 0, déterminer sup,~; g(z, u); et pour u < 0, déterminer sup,, g(z, u).
(3) Démontrer la formule de Stirling.

Exercice 37. Soit f : [0, b[— C une fonction borélienne continue en 0, avec f(0) # 0.

(1) On suppose qu’on a fob e | f(u)| du < oo pour X > 0 assez grand.

(a) Montrer que pour tout § €]0,b[, on a f; e Mf(u)du = o (%) quand
A — 00.
(b) Déterminer un équivalent de fob e M f(u) du quand \ — oo.

(2) On suppose qu’on a fob e"\“2|f(u)] du < oo pour X > 0 assez grand.
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b U
(a) Montrer que pour tout 0 €]0,b[, on a [ e™* “flu)du = o (%) quand
A — 00.
(b) Déterminer un équivalent de fob e f(u) du quand X — co.

Exercice 38. (méthode de Laplace)

Soient ¢ : [a, b[— R une fonction de classe C! et f : [a, b[— C une fonction mesurable.
On suppose que la fonction ¢ — e %) f(t) est intégrable sur [a, b[ pourA > 0 assez
grand, et on pose

F(\) = / ’ e MW F(t) dt .
(1) On suppose qu’on a ¢'(t) > 0 paour tout ¢ € [a, b, et que f est continue en a
avec f(a) # 0. Montrer qu’on a
f(a) e~ v(a)
@'a) A
quand A — oco. On pourra poser u = ¢(t) — ¢(a) et appliquer l'exercice 37

F(\) ~

(2) On suppose que ¢ est de classe C?, avec ¢'(t) > 0 pour tout ¢ € |a, b, ¢'(a) = 0
et ¢”(a) > 0. Enfin on suppose toujours que f est continue en a avec f(a) # 0.
Montrer qu’on a

T _fla) e

NI

quand A — oco. On pourra poser u = /¢(t) — p(a).

FA)

Exercice 39. Utiliser I'exercice 38 pour donner un équivalent de f;o et dt quand
Tr — Q.

Exercice 40. Utiliser I’exercice 38 pour donner un équivalent de I'intégrale de Wallis
W, = [ (cost)"dt quand n — oo.

Exercice 41. Déterminer un équivalent de l'intégrale I,, dans les cas suivants.
(1) I, = [1,(1 — ).
(2) I, = fol log(1 + x)]"dt.
(3) I, = [, t"sintdt.

Exercice 42. Montrer que pour z > 0, on a

M(z+1) = 2=+ / e-rtu-logu) gy,
0

En déduire la formule de Stirling : I'(x 4+ 1) ~ 2e™*v/27x quand z — oo.



