
L3 Intégration

Feuille d’exercices no 4

Exercice 1. (inclusion-exclusion, 2)

Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré, avec µ(Ω) <∞, et soient A1, . . . , AN ∈ B. Justifier

l’identité 1⋃N
j=1 Aj

= 1−
∏N

j=1(1− 1Aj
), et en déduire la formule

µ(A1 ∪ · · · ∪ An) =
n∑
k=1

(−1)k−1

( ∑
1≤j1<···<jk≤n

µ(Aj1 ∩ · · · ∩ Ajk)

)
.

Exercice 2. (intégrale et aire du sous-graphe)

Soit I un intervalle de R. Pour toute fonction borélienne f : I → [0,∞], on pose

SG(f, I) = {(x, y) ∈ R× R; x ∈ I et 0 ≤ y < f(x)} .

(1) Montrer que SG(f, I) est un borélien de R2, pour toute fonction borélienne
positive f .

(2) Soit ϕ : I → R+ une fonction étagée positive. On écrit ϕ =
∑N

j=1 αj1Aj
, où

les Aj sont deux-à-deux disjoints. Calculer λ2

(
SG(ϕ, I)

)
en fonction des αj

et des mesures de Lebesgue λ1(Aj).
(3) Montrer que pour toute fonction borélienne f : I → [0,∞], on a∫

I

f dλ1 = λ2

(
SG(f, I)

)
.

Exercice 3. Soit (µi)i∈I une famille de mesures sur un espace mesurable (Ω,B), et
soit µ =

∑
i∈I µi. Montrer que pour toute fonction mesurable f : Ω → [0,∞], on a∫

Ω
f dµ =

∑
i∈I
∫

Ω
f dµi.

Exercice 4. (mesure discrète)

Que devient la formule de l’exercice 3 lorsqu’on prend B = P(Ω) et µi = aiδxi , où
(ai)i∈I est une famille de nombres réels positifs et (xi)i∈I une famille de points de Ω?

Exercice 5. (mesure à densité)

Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré, et soit w une fonction mesurable positive sur Ω.
Montrer qu’on définit une mesure ν sur (Ω,B) en posant ν(A) =

∫
A
w dµ pour tout

A ∈ B.

Exercice 6. Déterminer la limite de un =
∫
R e
−t4/ndλ1(t) quand n→ +∞.
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Exercice 7. Déterminer la limite de ζ(s) =
∑∞

1
1
ns quand s → 1+, et la limite de

f(x) =
∑∞

0 e−n
2x quand x tend vers 0+.

Exercice 8. Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré, et soit (fn) une suite de fonctions
mesurables sur Ω, à valeurs complexes. On suppose qu’on a

∑∞
0

∫
Ω
|fn| dµ < ∞.

Montrer que pour presque tout x ∈ Ω, la série
∑
fn(x) est absolument convergente.

Exercice 9. Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré, et soit f : Ω → C une fonction
mesurable. On suppose qu’il existe une famille dénombrable d’ensembles mesurables
(Bi)i∈I telle que

⋃
i∈I Bi = Ω et

∑
i∈I
∫
Bi
|f | dµ < ∞. En utilisant l’exercice 5,

montrer que la fonction f est intégrable.

Exercice 10. Soit (an)n∈N une suite de nombres réels positifs, et soit f : [0,∞[→ R+

la fonction définie comme suit : f(x) ≡ an sur x ∈ [n, n + 1[, pour tout n ∈ N.
Justifier que f est borélienne, puis calculer

∫
[0,∞[

f dλ1 en fonction des an.

Exercice 11. (Borel-Cantelli 2)

Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré, et soit (An)n≥1 une suite d’éléments de B. On
suppose qu’on a

∑∞
1 µ(An) < ∞. Montrer que la fonction f =

∑∞
0 1An vérifie

f(x) <∞ pp, et en déduire que µ(limAn) = 0.

Exercice 12. (presque partout et partout)

(1) Montrer que si A est un borélien de R tel que λ1(R\A) = 0, alors A est dense
dans R.

(2) En déduire que si f et g sont deux fonctions continues sur R telles que f(x) =
g(x) presque partout relativement à la mesure de Lebesgue λ1, alors f(x) =
g(x) partout.

Exercice 13. Soit I un intervalle de R. Que peut-on dire d’une fonction continue
f : I → R telle que

∫
I
|f(x)| dλ1(x) = 0?

Exercice 14. (inégalité de Hölder)

Dans tout l’exercice, p et q sont des nombres réels positifs vérifiant 1
p

+ 1
q

= 1. (On

dit que p et q sont des exposants conjugués).

(1) En utilisant la concavité de la fonction logarithme, montrer que pour tous
a, b ∈ [0,∞], on a

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq .
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(2) En déduire que si (Ω,B, µ) est un espace mesuré, alors, pour toutes fonctions
mesurables f, g : Ω→ [0,∞], on a∫

Ω

fg dµ ≤
(∫

Ω

fp dµ

) 1
p
(∫

Ω

gq dµ

) 1
q

.

Cette inégalité s’appelle l’inégalité de Hölder. Le cas p = 2 = q s’appelle
l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Exercice 15. (Hölder 2)

(1) Que devient l’inégalité de Hölder lorsque Ω = {1, . . . , d} avec la mesure de
comptage?

(2) Soient (xn)n∈N et (yn)n∈N deux suites de nombres complexes. On suppose que
les séries

∑
|xn|p et

∑
|yn|q sont convergentes. Montrer que la série

∑
xnyn

est absolument convergente.
(3) Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré, avec µ(Ω) < ∞. Montrer que si f : Ω →

[0,∞] est une fonction mesurable telle que
∫

Ω
fpdµ < ∞ pour un certain

p ≥ 1, alors
∫

Ω
f dµ <∞. Montrer également que si µ(Ω) = 1, alors

∫
Ω
fdµ ≤(∫

Ω
fpdµ

)1/p
.

Exercice 16. Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré, et soit f : Ω → C une fonction
intégrable.

(1) Montrer qu’il existe un nombre complexe ω tel que |ω| = 1 et∣∣∣∣∫
Ω

f dµ

∣∣∣∣ = ω

∫
Ω

f dµ =

∫
Ω

Re (ωf) dµ .

(2) Montrer qu’on a
∣∣∫

Ω
f dµ

∣∣ =
∫

Ω
|f | dµ si et seulement si il existe une constante

λ telle que |λ| = 1 et f(x) = λ |f(x)| presque partout.

Exercice 17. Soit λ > 0, et soit µ la mesure sur (R+,P(R+)) définie par

µ =
∑
k∈N

λke−λ

k!
δk .

(1) Calculer µ(R+).
(2) Montrer qu’on a

∫
R+ x dµ(x) = λ et

∫
R+ x

2dµ(x) = λ+ λ2.
(3) Montrer que pour tout t ∈ R, la fonction x 7→ eitx est intégrable par rapport

à µ, puis calculer
∫
R+ e

itxdµ(x).

Exercice 18. Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré, et soit f une fonction intégrable sur
Ω. Pour n ∈ N∗, on pose

An = {x ∈ Ω; |f(x)| ≥ n} .
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(1) En utilisant l’exercice 5, déterminer limn→∞
∫
An
|f | dµ.

(2) En déduire que µ(An) = o
(

1
n

)
quand n→∞.

(3) Dans cette question, on suppose que la fonction f est bornée et que la mesure
µ est finie. Montrer qu’on a

∫
Ω
e|f |dµ < ∞, et en déduire qu’on a µ(An) =

O (e−n).

(4) On revient au cas général (µ quelconque et f intégrable).

(a) Pour p ∈ N∗, on pose Bp = {x ∈ Ω; p ≤ |f(x)| < p+ 1}. Montrer qu’on
a
∑∞

1 p µ(Bp) <∞.
(b) Pour n ∈ N∗, exprimer µ(An) à l’aide des µ(Bp), p ≥ n.
(c) Montrer que la série

∑
n≥1 µ(An) est convergente.

Exercice 19. Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré avec µ(Ω) < ∞, et soit f : Ω → C
une fonction mesurable. On suppose qu’il existe une constante α > 2 telle que

µ({x; |f(x)| ≥ t}) = O

(
1

tα

)
quand t→ +∞ .

(1) Pour n ∈ N, on pose Bn = {x ∈ Ω; n ≤ |f(x)| < n+ 1}. Montrer qu’on a

µ(Bn) = O

(
1

nα

)
et

∫
Bn

|f | dµ ≤ (n+ 1)µ(Bn) ·

(2) Montrer que la fonction f est intégrable.

Exercice 20. (convergence en mesure)

Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré, et soit (fn) une suite de fonctions mesurables posi-
tives sur Ω. On dit que la suite (fn) converge vers 0 en mesure si

∀ε > 0 : µ ({x ∈ Ω; fn(x) ≥ ε})→ 0 quand n→∞ .

Montrer que si
∫

Ω
fn dµ→ 0, alors (fn) tend vers 0 en mesure.

Exercice 21. (convergence en mesure et convergence presque partout)

Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré avec µ(Ω) < ∞, et soit (fn) une suite de fonctions
mesurables positives sur Ω.

(1) En se souvenant que limµ(An) ≤ µ(limAn) pour toute suite d’ensembles
mesurables (An), montrer que si fn(x) → 0 presque partout, alors (fn) tend
vers 0 en mesure.

(2) Dans cette question, on suppose que la suite (fn) converge vers 0 en mesure.
(a) Montrer que (fn) possède une sous-suite (fnk

)k≥1 telle que

µ ({x ∈ Ω; fnk
(x) ≥ 1/k}) ≤ 2−k pour tout k ≥ 1 .

(b) Montrer qu’on a
∑∞

1 µ({x; fnk
(x) ≥ ε}) <∞ pour tout ε > 0.
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(c) En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer que la suite (fnk
) con-

verge presque partout.

(3) Montrer que la suite (fn) converge vers 0 en mesure si et seulement si toute
sous-suite de (fn) possède une sous-suite qui tend vers 0 presque partout.

Exercice 22. (inégalité de Salem-Zygmund)

Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré, avec µ(Ω) = 1, et soit f : Ω→ [0,∞] une fonction
mesurable. On pose I1(f) =

∫
Ω
f dµ et I2(f) =

∫
Ω
f 2 dµ.

(1) Soit λ ∈ ]0, 1[. On pose A = {x ∈ Ω; f(x) ≥ λ I1(f)}. En écrivant
∫

Ω
=∫

ω\A +
∫
A

, montrer qu’on a

I1(f) ≤ λ I1(f) +

∫
A

f dµ .

(2) On suppose qu’on a 0 < I2(f) <∞. En utilisant (1) et l’inégalité de Cauchy-
Schwarz, montrer que pour tout λ ∈ ]0, 1[, on a

µ
(
{f ≥ λ I1(f)}

)
≥ (1− λ)2 I1(f)2

I2(f)
·

Exercice 23. (Borel-Cantelli 3)

Soit (Ω,B, µ) un espace mesuré, avec µ(Ω) = 1. Soit également (An)n≥1 une suite
d’éléments de B. On suppose qu’on a

∑∞
1 µ(An) = ∞, et que les An sont deux à

deux indépendants, ce qui signifie que µ(Ai ∩ Aj) = µ(Ai)µ(Aj) si i 6= j. Le but

de l’exercice est de montrer que µ
(
limAn

)
= 1.

(1) Pour i ≥ 1, on pose αi = µ(Ai). Montrer que pour tout n ≥ 1, on a∑
1≤i<j≤n

αiαj =
S2
n

2
− 1

2

n∑
i=1

α2
i ≥

S2
n − Sn

2
,

où Sn =
∑n

1 αi, et en déduire que

1
n∑
i=1

αi

∑
1≤i<j≤n

αiαj →∞ quand n→∞ .

(2) On pose fn =
∑n

1 1Ai
. Vérifier qu’on a∫

Ω

fn dµ =
n∑
i=1

αi et

∫
Ω

f 2
n dµ =

n∑
i=1

αi + 2
∑

1≤i<j≤n

αiαj .
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(3) Soit λ ∈ ]0, 1[. Pour n ∈ N∗, on pose Bn,λ =

{
x ∈ Ω; fn(x) ≥ λ

n∑
i=1

αi

}
. En

utilisant (2) et l’exercice 22, montrer que

∀n ≥ 1 : µ(Bn,λ) ≥ (1− λ2)

(
n∑
i=1

αi

)2

n∑
i=1

αi + 2
∑

1≤i<j≤n
αiαj

·

(4) En se souvenant que µ
(
limBn)

)
≥ limµ(Bn) pour toute suite d’ensembles

mesurables (Bn), montrer que

∀λ ∈ ]0, 1[ : µ
(
limBn,λ

)
≥ (1− λ)2 .

(5) Montrer que pour tout λ ∈ ]0, 1[, on a limBn,λ ⊂ limAn.

(6) Conclure.


