L3 Intégration

Feuille d’exercices n° 2

Exercice 1. Soit (p;)ie; une famille de mesures sur un espace mesurable (£2,B).
Montrer que la formule p(A) = >, ; pi(A) définit une mesure sur (£2,°B).

Exercice 2. Soit 2 un ensemble non dénombrable. On note B la famille de toutes
les parties A de ( telles que A est dénombrable ou 2\ A est dénombrable.

(1) Montrer que B est une tribu de parties de €.
(2) Montrer qu’on définit une mesure sur (£2,B) en posant, pour A € B :

(A) = 0 si  Aest dénombrable
= Y00 si Q\ A est dénombrable

Exercice 3. (principe d’inclusion-exclusion)

Soit (£2,%B, 1) un espace mesuré, avec p(§2) < oo. Montrer que si A, B € B, alors
wW(AU B) = pu(A) + uw(B) — n(AN B), et en déduire que si Ay, ..., A, € B, alors

B4 U UA) = S ( S ul4, m~--mAjk>) .

k=1 1<ji<<gr<n

Exercice 4. Soient m,n € N*, avec m > n. On note S’ le nombre de surjections de
{1;...;m} sur {1;...;n}. Le but de 'exercice est de donner une formule pour S7’.

(1) On note 2 'ensemble de toutes les applications f: {1;...;m} — {1;...;n},
et 4 la mesure de comptage sur §2. Combien vaut p(£2)?
(2) Pour j € {1;...;n}, onpose A; = {f € ; f ne prend pas la valeur j}. Pour
1 <j1 <---<Jjr <m,calculer p(A;, N---NA,;).
(3) En utilisant le principe d’inclusion-exclusion (exercice 3), établir la formule
Spo=> (=1 FChEm.

k=0

Exercice 5. Soit N un entier au moins égal a 2. On note p(N) le nombres d’entiers
m € {1;...; N} tels que pged(m,N) = 1. On note également p; < --- < p,
les facteurs premiers de N. En appliquant convenablement le principe d’inclusion-
exclusion, établir la formule

go(N):Nf[l(l—plj).
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Exercice 6. Soit (£2,B, u) un espace mesuré, avec p(£2) < oo. On suppose que la
tribu B contient tous les singletons.

(1) Montrer que pour tout € > 0, ’ensemble {z € ; u({x}) > €} est fini.

(2) En déduire que 'ensemble A = {z; pu({x}) # 0} est dénombrable.

Exercice 7. Soit (£2,8) un espace mesurable, la tribu B contenant tous les single-
tons. On dit qu'une mesure g sur (§2,B) est une mesure discréte si p est de la forme
Zpe A @pOp, O A est un sous-ensemble dénombrable de € et les a, sont des réels posi-
tifs. On dit qu'une mesure p est continue si on a p({z}) = 0 pour tout = € Q2. En
utilisant 1’exercice 6, montrer que toute mesure finie p sur (£2,B) peut se décomposer
sous la forme p = g+ pice, OU pig est une mesure discrete et p. est une mesure continue.

Exercice 8. Soit (2,8, 1) un espace mesuré, avec u finie. Soit également (A,,) une
suite d’éléments de B. Etablir les inégalités

p(lim A,) < limp(A,) < Tmp(A,) < p(limA,).

Exercice 9. (lemme de Borel-Cantelli)
Soit (€2,B, p) un espace mesuré. Montrer que si (4,) est une suite d’éléments de B

vérifiant > " p(A,) < oo, alors ,u(m An> = 0.

Exercice 10. On reprend les notations de 'exercice 2. Montrer que B est la tribu
engendrée par les singletons.

Exercice 11. Soit {2 un ensemble, et soit (Aj,..., Ay) une partition finie de (.
Décrire la tribu engendrée par les A;.

Exercice 12. Soit 2 = [0, 1]. Pour n € N on note ©,, la famille de toutes les parties
A de € qui sont réunions d’intervalles de la forme [2% , % [, ounk e {0;1;...;2"—1}.
(1) Montrer que chaque ®,, est une tribu, et que la suite (D,,) est croissante.

(2) La famille ® = (J,, B,, est-elle une tribu?

(3) Quelle est la tribu engendrée par D7

Exercice 13. (régularité des mesures)

Soit 4 une mesure borélienne finie sur un espace métrique (X,d). On dira qu'un
borélien A C X est régulier pour u si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :
() p(A) =sup{u(F); F C A, F fermé};

(ii) p(A) =inf{p(0); O O A, O ouvert}.
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(1) Montrer que tout ouvert de X est réunion dénombrable de fermés, et en
déduire que tout ouvert est régulier pour .
(2) Soit (A,) une suite de boréliens réguliers pour p, et soit A =, An.
(a) Montrer que A vérifie (i).
(b) Soit € > 0. Montrer que pour tout n € N, on peut trouver un ouvert O,
tel que O,, D A, et (O, \ A,) < 27"¢. En déduire que A vérifie (ii).
(3) Montrer que tout borélien de X est régulier pour u.
(4) Que peut-on dire de deux mesures boréliennes finies sur X qui prennent les
meémes valeurs sur les ouverts?

Exercice 14. (théoreme des classes monotones)

Soit €2 un ensemble. On dit qu'une famille M de parties de €2 est une classe mono-
tone si elle vérifie les propriétés suivantes.
(i) Qe M;
(i) si A,Be Met AC B, alors B\ A € M;
(iii) si (Ap)nen est une suite croissante d’éléments de M, alors |J,,cy An € M.

(1) Définir la classe monotone engendrée par une famille C C P(12).
(2) Soit C une famille de parties de €2 stable par intersections finies. On note M
la classe monotone engendrée par C.

(a) Pour A € C, on pose
My={BeP(Q); AnB e M}.
Montrer que M4 est une classe monotone. En déduire que pour tout
A€ C et pour tout Be M,ona ANB € M.
(b) Montrer que M est stable par intersections finies.
(¢) Montrer que M est une tribu.
(3) Démontrer le résultat suivant : si C est une famille de parties de § stable par
intersections finies et si M est une classe monotone contenant C, alors M
contient la tribu engendrée par C.

(4) Montrer que si deux mesures boréliennes finies p et v sur R prennent les
meémes valeurs sur les intervalles bornés, alors p = v.

Exercice 15. Montrer que R n’est pas dénombrable en utilisant la mesure de
Lebesgue.

Exercice 16. (ensemble triadique de Cantor)
On définit une suite de fermés K,, C [0,1] de la maniere suivante : K, = [0, 1],

Ky =1[0,1/3]U[2/3,1], K> = [0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9,1], et “ainsi de

suite”. Enfin, on pose K = () K, .
n>0



(1) Pour n € N, calculer la mesure de Lebesgue de K,,.
(2) Quelle est la mesure de K?
(3) Dans cette question, on veut montrer que K n’est pas dénombrable.
(a) Soit n € N. Pour toute suite s = (gg,...,&,) € {0,1}", on note I(s)
I'intervalle [a(s),b(s)], on

281' 282‘ 1
a(s) = Z g1 O bs) = Z 3t T 3t

1=0 i=0

Montrer que I(s) C K, pour toute s € {0,1}", et que les intervalles /(s)
sont deux a deux disjoints.
(b) Montrer que pour toute suite € = (g;);en € {0, 1}V, I'intersection

() (0 .- - .20))

est un singleton {x.}. Montrer ensuite que z. € K.
(¢) Montrer que x. # xo si e # €, et conclure.

Exercice 17. (il y a des ensembles “non mesurables”)

Le but de I'exercice est de montrer qu’il n’existe pas de mesure p définie sur toutes
les parties de R, invariante par translations et telle que 0 < u(/) < oo pour tout
intervalle borné non trivial 1.

(1) Montrer qu’on définit une relation d’équivalence R sur [0, 1] en décrétant que
TRy si et seulement si z —y € Q.

(2) On note (C;)er la famille de toutes les classes d’équivalences pour la relation
R. Pour chaque ¢ € I, on choisit un point x; € C;, et on pose V' = {z;; i € I}.
Ainsi, V' est une partie de [0, 1] qui rencontre chaque R - classe d’équivalence
en exactement 1 point.

(a) Soit {r,; n € N} une énumération injective de ’ensemble des rationnels
de [—1,1]. Montrer qu’on a
0,1 c |V +r)c[-1,2.
neN
(b) Montrer que les ensembles V' + 7, sont deux-a-deux disjoints.

(3) Démontrer par I'absurde le résultat souhaité.

Exercice 18. (mesures invariantes par translations)

Soit 4« une mesure borélienne sur RY. On suppose que p est invariante par translations
et qu'on a u(B) < oo pour tout borélien borné B C R?. Le but de 'exercice est de
montrer qu’il existe une constante c telle que p = ¢ \y.
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(1) Soit P C R? un “pavé semi-ouvert rationnel”; autrement dit un pavé de la
forme [ay,b1[X -+ X [ag, bg[, ou les a; et les b; sont rationnels.

(a) Montrer qu’on peut trouver N € N* et ky, [, ..., kq,lq € Z tels que

ki L ka L4
P= |2 x| 2
N N NN
(b) On pose m = (I3 — k1) -+ (lqg — kq). Montrer que P est reunion de m
translatés du pavé Qn = [0, %[ X oo X [O, %[ deux a deux disjoints.
(2) Soit @ = [0,1[x --- x [0,1[. Montrer que pour tout N € N* le pavé @) est
réunion de N? translatés du pavé Qy = [0, %[ X oo X [O, %[ deux a deux
disjoints.
(3) On pose ¢ = p(Q). Déduire de (1) et (2) que pour tout pavé semi-ouvert
rationnel P, on a u(P) = c\y(P).
(4) Conclure.

Exercice 19. Soit r > 0. Pour tout borélien A C R?, on pose r- A = {ra; x € A}.

(1) Montrer qu’on définit une mesure borélienne sur R% en posant u(A) = \y(r-A)
pour tout borélien A C R%.

(2) Calculer u(P) pour tout pavé P, et en déduire que
VA € BRY) = Mg(r-A) =ri \g(A).

Exercice 20. Soient 71,...,rq > 0 et soit ® : R? — R? I’application définie par
O(zq,...,2q) = (r121,...,7q24). Déterminer A\y(P(A)) en fonction de \y(A) et des
r;, pour tout borélien A C R%.

Exercice 21. Montrer que la mesure de Lebesgue sur R? est invariante par symétries
centrales.

Exercice 22. Le but de l'exercice est de montrer que la mesure de Lebesgue \g
est invariante par isométries; autrement dit, que si I : R? — R? est une isométrie
linéaire, alors
VA € BRY) = N\(I(A)) = Ag(A).
(1) On note Bs la boule unité euclidienne de R". Comparer By et I(Bs) lorsque
I est une isométrie.
(2) Soit L : R? — R? une application linéaire inversible. Montrer qu'on définit
une mesure invariante par translations sur R% en posant pu(A) = \g(L(A))
pour tout borélien A.
(3) Conclure en utilisant ’exercice 18.
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Exercice 23. (aire d'un rectangle quelconque)

Soit R C R? un rectangle quelconque, i.e. a cotés non nécessairement paralleles aux
axes de coordonnés. On note a et b les longueurs des cotés de R. Le but de I'exercice
est de montrer que A2(R) est (heureusement) égale a ab.

(1) Démontrer le résultat en une ligne en admettant que la mesure de Lebesgue
est invariante par rotations.

(2) Dans cette question, on admet uniquement les propriétés suivantes : Ay est
invariante par symétries centrales, et la mesure d’'un segment quelconque est
égale a 0.

(a) Montrer que la mesure d’un triangle rectangle dont les “cotés de I'angle
droit” sont paralleles aux axes de coordonnés, est bien égale a ce qu’on
imagine.

(b) Compléter intelligemment le rectangle R en un rectangle a cotés par-
alleles aux axes de coordonnées.

(c) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 24. (aire d’un triangle)

Soit A = ABC un triangle de R2. On note H le pied de la hauteur issue de A.
Montrer qu'on a A(A) = 3BC x AH.

Exercice 25. (aire d’'un disque)

Soit D C R? un disque de centre 0 et de rayon R. Le but de 'exercice est de montrer
que Ao(D) est bien égal & ce qu’on attend.

(1) On fixe un point A € 9D, et pour tout entier N > 2, on note Py le polygone
régulier & 2V cotés inscrit dans D dont A est I'un des sommets. Calculer
A2(Py) en découpant Py en triangles.

(2) Montrer que la suite (Py)n>2 est croissante.

(3) Conclure.

Exercice 26. Soient a,b > 0. On note £ I'intérieur de 'ellipse d’équation z—j—i—z—j =1.

En utilisant les exercices 25 et 20, déterminer l'aire de &£.



