L3 CDiff 1

Feuille d’exercices n° 4

Exercice 1. Soit f : R" — R différentiable. Pour x € R" fixé, exprimer la dérivée
de la fonction t — f(tx) a laide des dérivées partielles de f.

Exercice 2. Soient E et F' des evn, o : R — R dérivable, u : R — E dérivable
et f: E — F différentiable. Calculer la dérivée de la fonction ¢ — a(t) f(u(t)) (en
fonction de «, o/, u, v’ et Df).

Exercice 3. Soit £ un evn. Pour k € N* on définit P, : L(E) — L(E) par
Pu(X) = X*.
(1) On définit B : L(E) x L(E) — L(F) par B(X,Y) = XY. Exprimer Py a
l'aide de B et de P.
(2) En utilisant (1), montrer par récurrence sur k que Py est de classe C' sur
L(E) et que pour X, H € L(FE), on a
k—1
DP.(X)H =)  X/HX*'.

Jj=0

Exercice 4. Soient f et g deux fonctions de classe C' sur |0,00[. Montrer que
h(z,y) = f(zy) + g(x/y) est de classe C! sur un ouvert & préciser, et calculer ses
dérivées partielles (en fonction de f" et ¢').

Exercice 5. Sment Q: R — ]R continue  =R3>— Rdeclasse Clet f:R> = R

définie par f(z,y, 2z fo :2) t) dt. Montrer que f est de classe C! et calculer ses
dérivées partielles (en fonction de celles de 0).

Exercice 6. Soit a € R", et soit f : R" — R définie par f(z) = (a,z) e 14I° o
| - || est la norme euclidienne.

(1) En utilisant le théoréeme des fonctions composées, montrer que f est de classe
C! sur R" et déterminer sa différentielle.
(2) Retrouver les résultats de (1) en utilisant les dérivées partielles.

Exercice 7. (fonctions homogenes)
Soit A € R. On dit qu’une fonction f : R™ — R est homogene de degré ) si on a

fltz) =t f(x)

pour tout x € R™ et pour tout ¢ > 0.



(1) Montrer quune fonctions continue sur R" est homogene de degré 0 si et
seulement si elle est constante.

(2) En utilisant I’exercice 1, montrer que pour une fonction f : R™ — R différentiable,

les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est homogene de degré X;
n

(ii) Vo € R™ : ;mjajf(x) = \f(x).

Exercice 8. Le but de I'exercice est de déterminer toutes les fonctions f : R? — R
différentiables sur R? et vérifiant 1’équation aux dérivées partielles suivante :

of . Of 4
E = i /2.
(E) Yo TV, ~ @ Y
(1) En utilisant 'exercice 7, déterminer les solutions de ’équation “homogene”
of of _
Tay + Yo, =

(2) Montrer que la fonction (z,y) + (2* 4+ y*)/? est homogene de degré \ a

préciser, et en déduire une solution particuliere de (E).
(3) Déterminer toutes les solutions de (E).

Exercice 9. Soient F et ' des evn, B : E x E — F une application bilinéaire
continue, et f : E — F différentiable. On suppose que pour tout x € E, on a
Df(zx)x = B(x,x).
(1) Soit x € E fixé, et soit ¢ : R — E la fonction définie par ¢(t) = f(tz).
Vérifier qu’on a ¢'(t) =t B(x, x) pour tout t > 0.
(2) On pose ¢ = f(0). Montrer qu'on a f(z) = ¢+ 3B(z, z) pour tout z € E.

Exercice 10. Soit ' € R. Le but de I'exercice est de trouver toutes les fonctions
f: R? — R différentiables vérifiant ’équation aux dérivées partielles suivante :

of of
E - ——==C
(E) or Oy
(1) Soit f: R? — R différentiable. On définit g : R> — R par
Uu+v —u+v
o) = £ (55 5.
(a) Exprimer f(x,y) a I’aide de g.
(b) Calculer % en fonction des dérivées partielles de f.

(2) Soit ¢ € R. Trouver toutes les fonctions g(u,v) différentiables sur R? et
vérifiant % =c.

(3) Conclure qu’'une fonction f est solution de (E) si et seulement si il existe une
fonction dérivable ¢ : R — R telle que f(z,y) = < (z — y) + ¢(z + y).
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Exercice 11. Soit (a,b) € R?\ {(0,0)}. Montrer qu'une fonction f différentiable
sur R? est solution de I’équation aux dérivées partielles a% + bg—g = 0 si et seulement
si elle est de la forme f(x,y) = ¢(—bx + ay), ou ¢ est une fonction dérivable sur

R. (Poser A = a* + V%, g(u,v) = f (au N bv’ —bu:— cw)} et raisonner comme dans

Uezercice 10).

Exercice 12. Soit a = (ay,...,a,) € R"\ {0}, et soit g : R"! — R différentiable.
On note H C R™ I'hyperplan orthogonal & a, et on choisit une base (hy,...,h,_1) de
H. Montrer que la fonction f : R® — R définie par f(z) = g({z, h1),...{(x, hy_1))
vérifie > 7 or — .

i=1% Bz;
Exercice 13. (coordonnées polaires)

Soit f:R2 — R différentiable, et soit f : 10, o[ xR la fonction définie par

f(r,0) = f(rcosf,rsinf).

(1) Montrer que fest différentiable et exprimer ses dérivées partielles en fonction
de celles de f.

(2) Exprimer les dérivées partielles de f en fonction de celles de f

Exercice 14. (gradient d'une fonction radiale)
Soit ¢ :]0,00[— R une fonction dérivable, et soit f : R™ \ {0} — R définie par

f(z) = @(]|z]]), ou || - || est la norme euclidienne. Montrer que pour tout = € R™, on
A T
V() = ¢'(l=l) el

Exercice 15. (divergence d’un champ de vecteurs radial)

On note || - || la norme euclidienne sur R™. Soit ¢ :]0,00[— R dérivable et soit
V :R"\ {0} — R™ définie par
x
V() = () Tzl

(1) Pourquoi V est-elle différentiable?

(2) On pose V-V = Z?Zl %, ou vy, ..., v, sont les composantes de V. Montrer

que si x € R™\ {0} et si on pose r = ||z||, alors
n—1

V- V() =¢'(r) +

().

Exercice 16. Soit f(,y) une fonction continue sur R?. On suppose que 9] existe

Jy
en tout point (¢,y) € R? et que g—i est continue sur R2.



(1) On définit F : R* — R par F(u,v,w) = [ f(t,w)dt. Montrer que F est de
classe C! et déterminer ses dérivées partielles.

(2) Soient a,b,c : R — R trois fonctions de classe C!, et soit ¢ : R — R la
fonction définie par g(z) = f;((;)) f(t,c(z)) dt. Montrer que g est de classe C*
et donner une formule pour sa dérivée.

Exercice 17. Soit ¢ : R — R continue. On définit g = R — R par

g(x) = /Ox sin(x — t)(t) dt .

Montrer que g est solution de I’équation différentielle y” + y = .

Exercice 18. Dans tout l'exercice, on se donne une loi de groupe sur R, autrement
dit une application (x,y) — z*y de R x R dans R vérifiant les propriétés suivantes :

(i) z* (yx z) = (z *xy) * z pour tous x,y, z € R;

(ii) il existe un (unique) e € R tel que Vz € R @ zxe =2z = e % z;

(iii) tout élément z € R possede un “inverse” noté z~!, qui est I'unique y € R

vérifiant x xy = e = y *x x.

On note 7 : R? — R Papplication définie par 7(z,y) = x *y, et on suppose que 7 est
de classe C! sur R2.

(1) Ecrire la propriété (i) en utilisant I'application 7, et en déduire que pour
x,y,z € R, on a

Oom(x %y, z) = Oam(,y * 2) X O (y, 2) .

(2) Montrer que Vz € R : Oim(z,e) =1 = Oam(e, 2).
(3) En utilisant (1) et (2), montrer que Yy € R : Oum(y~',y) X Oom(y,e) = 1.
(4) Pour t € R, on pose

gp(t):/ md&

(a) Justifier la définition, puis montrer que ¢ est de classe C' et donner une
formule pour ¢'(1).
(b) Soit x € R. Montrer que la fonction y — (7 (z,y)) — ¢(y) est constante.
(¢) En déduire que pour z,y € R, on a
plrxy) = e(@) +oy) .-
(5) Déduire de (4) que le groupe (R, %) est commutatif : si z,y € R, alors

TkY=Y*xxT.



Exercice 19. Soit f : R* — R une fonction de classe C!, qu’on notera (p,v,t) —
f(p,v,t). On suppose que les dérivées partielles de f ne s’annulent en aucun point.
Soient également P, V,T trois fonctions de classe C' sur R?, qu’on notera (v,t)
P(v,t), (p,t) = V(p,t) et (p,v) = T'(p,v). Onsuppose que pour tout point (p,v,t) €
R3, on a

f(p,U,T(p,U)) = f(pv V(pa t)at) = f(P(U,t),U,t) =0.

(1) Dériver la relation f(p,v,T(p,v)) = 0 par rapport a p, puis exprimer g—g a
I’aide des dérivées partielles de f.

(2) Exprimer % 9 et aP a l'aide des dérivées partielles de f.

(3) Montrer que si p, v t vérifient p = P(v,t), v =V (p,t) et t = T(p,v), alors

oP ov or
%(’U,t) X E(I%t) X a_p(pvv) = -1

Exercice 20. Soit k£ € N*. En utilisant I'exercice 3, montrer que si A, B € M,(R),
alors ||B* — AF|| < kmax(||A]], |B])*' | B - A].

Exercice 21. Soient F et F' deux evn et soit f : £ — F une application différentiable.

On supose que f est bornée sur toute partie bornée de £ et vérifie lim, o || D f (2)]| =

0. Montrer qu’on a limj;|—o ||J|”|(wz”)|| _

Exercice 22. Soient F et I’ deux evn, soit a € E et soit f : F — F une application
continue sur F et différentiable sur £ \ {a}. On suppose que Df(x) admet une
limite L dans L(E, F) quand x — a. Montrer que f est différentiable en a, avec

Df(a) =

Exercice 23. Pour (z,y) € R? on pose f(x,y) = Y. ° lm)sm costka)sinhy) . Jystifier la
k=1
définition et montrer que f est de classe C! sur R2.

Exercice 24. En utilisant les exercices 3 et 20, montrer que I'application X ~ ¥
est de classe C! sur M,(R), et que si A, B € M,(R), alors

le? — e?|| < max(el?l elBly || B — A .

Exercice 25. Pour X € M,(R), on pose

) > . X2k+1
sm(X):’;(—n i

Justifier la définition, montrer que I’application sin est de classe C!, et montrer que
pour A, B € My(R), on a [[sin(B) — sin(A)|| < max(ch [[A]|, ch[|B[|) x || B — Al|.
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Exercice 26. Soit £/ un evn et soit f : E — E de classe C!. Soit également a € E.
On suppose qu'on a f(a) = a et ||Df(a)| < 1.
(1) Montrer qu’on peut trouver r > 0 et k& < 1 tels que

Yo,y € Bla,r) - |[f(z) = f)l < kllz =yl
(2) Montrer que la boule B(a,r) est stable par f.
(3) Pour n € N, on pose f* = fo --- o f. Montrer que pour tout point xy €
B(a,r), la suite (x,) = (f"(zo)) converge vers a, et donner une majoration
de ||z, — a|| en fonction de k, n et ||zq — al.

Exercice 27. Soit A € M,(R) une matrice inversible. On définit f : M, (R) —
M, (R) par
F(X) =2X — XAX .
(1) Montrer que f est de classe C! et déterminer D f(A™!).

(2) Montrer qu’on peut trouver r > 0 tel que : pour toute matrice X, vérifiant
| Xo — A7t < r, la suite (f"(Xj)) converge vers A~



