M2 2012-2013

Dynamiques et opérateurs

Feuille d’exercices n°® 4

Exercice 1. Soient By, et By deux shifts a poids sur /5(N). Trouver une condition
nécessaire et suffisante pour que 'opérateur T' = By, & By soit hypercyclique.

Exercice 2. Soit X un evt, et soit 7' € £(X). On suppose que T est hypercyclique
et que T'® T est cyclique.

(1) Montrer que si Uy, Vi, Us, Vo sont des ouverts non vides de X, alors on peut
trouver un opérateur A € L(X) tel que AT = TA et A(U;) NV; # () pour
i=1,2.

(2) Montrer que T est faiblement mélangeant.

Exercice 3. Soit H un espace de Hilbert. Montrer que si 7' € L(H), alors T'&® T*
n’est pas cyclique sur H & H.

Exercice 4. Soit V' : Ly([0,1]) = Ly([0, 1]) V'opérateur défini par V f () = [ f(t) dt.
(1) Justifier que V' est bien un opérateur continu sur Lo ([0, 1]).
(2) Identifier 'opérateur V*, puis vérifier qu'on a V*J = JV ou J : Ly([0,1]) —
L5(]0,1]) est 'opérateur défini par Jf(z) = f(1 — z).
(3) En utilisant 'exercice 3, montrer que V @ V n’est pas cyclique.

Exercice 5. Soit X un evt polonais, et soit T € £(X). Un vecteur x € X est dit
algébrique pour T §'il existe un polynome P # 0 tel que P(T)x = 0. Montrer que si
T est hypercyclique et si 'ensemble des vecteurs algébriques pour 7' est dense dans
X, alors T vérifie le critere d’hypercyclicité.

Exercice 6. Soit X un espace topologique et soit 7' : X — X une application
continue. Pour # € X et V C X ouvert # (), on pose

Nr(z,V)={n>1; T"(z) € V}.
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(1) Montrer que si z € Trans(7'), alors
VU, Vo NT(U, V) = NT(x, V) - NT(ZC, U) .
(2) Montrer que si T est transitif, alors

YU,V : Np(U, V) = Np(U, V) = Np(V, V) = Np(U, U) .

Exercice 7. Soit X un espace polonais et soit T': X — X une application continue.

(1) Soient U,V des ouverts non vides de X, et soit L € N*. On suppose qu’il
existe des ouverts non vides Uy, Uy C U et des entiers k, k" tels que T*(U;) C
V, THEU,) c V, TH(U) N Uy # 0 et TFHY(U,) N Uy # 0. Montrer que
L+1e NT<U, V) — NT(U, V)

(2) On suppose que tout ensemble N (U, V) contient deux entiers consécutifs.
Montrer que T est faiblement mélangeante.

Exercice 8. Soit X un espace topologique et soit 7" : X — X topologiquement
mélangeante. Montrer que pour toute application S : Y — Y topologiquement
transitive, 7' x S est topologiquement transitive.

Exercice 9. Soit X un espace topologique. Etant donné un ensemble infini N C N*,
on dit qu'une application continue 7' : X — X est N -mélangeante si tout ensemble
N7 (U, V) contient une partie cofinie de A/. Montrer quune application continue
T : X — X est faiblement mélangeante si et seulement si elle est N/-mélangeante
pour un certain N.

Exercice 10. Le but de I'exercice est de montrer que tout opérateur hypercyclique
sur CN est faiblement mélangeant.

(1) Soit ¢ € N*. On pose E, = vect (e, ...,e,—1) et F, = vect{e;; j > ¢},
ou (e;)jen est la “base canonique” de CN. Enfin, on note 7w, : CY — E,
la projection associée a la décomposition CN = E, & F,. Montrer que si
A € L(CV) est & image dense et vérifie 7 Ajp, = 0, alors A satisfait a la
propriété suivante : pour tous a,b € E,, on peut trouver u € CN tel que
my(u) = a et T A(u) = b.

(2) Montrer que pour tout opérateur T € L(CY) et pour tout ¢ € N*, on peut
trouver un polynome P # 0 tel que 7, P(T') g, = 0.

(3) Déduire de (1) et (2) que si T € L(CN) est hypercyclique alors T & T est
cyclique, et conclure.
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Exercice 11. Soit (£2,2(, 1) un espace probabilisé, et soit 7' : Q — € vérifiant
po T~ = u. Soit également A € 2 avec pu(A) > 0. On pose

N={n>1, W(ANT™(A)) > 0}.

(1) Justifier existence d'un entier L > 1 tel que

p (U Tﬂ‘(A)) T u(A) > p (U T-J‘<A>> ,

et en déduire qu’on a N NN’ # () pour tout ensemble épais N’ C N*.
(2) Montrer qu’on a aussi N N (S —S) # 0 pour tout ensemble infini S C N*.
(3) Montrer qu’en fait (1) est un cas particulier de (2).

Exercice 12. Soit X un evt Polonais et soit T € L£(X). On suppose que T est
hypercyclique et qu’il existe une mesure de probabilité borélienne p sur X telle que
po T = et u(O) > 0 pour tout ouvert O # ().
(1) Montrer que si W et V sont deux ouverts non vides de X, alors on peut trouver
un ouvert non vide A C X et un entier m tels que m+Nrp (A4, A) C Ny (W, V).
(2) Montrer que si U C X est un ouvert non vide et si W est un voisinage de 0,
alors Nop(U, W) est épais.
(3) En utilisant I'exercice 11, montrer que 7" vérifie le critére d’hypercyclicité.



