
Dynamiques et opérateurs
Examen du 8 Janvier 2013

Durée : 4h

Questions “de cours”.

(1) Soient T : X Ñ X et S : Y Ñ Y deux applications continues, où X et
Y sont des espaces topologiques. Montrer que si T est topologiquement
mélangeante et S topologiquement transitive, alors T �S � X�Y Ñ X�Y
est topologiquement transitive.

(2) Soit X un espace de Banach, et soit T P LpXq. On suppose que T commute
avec un opérateur R P LpXq tel que R � 0 et Y � ImpRq est de dimension
finie. Montrer que T n’est pas hypercyclique.

(3) Soit X un espace de Banach séparable, et soit T P LpXq. On suppose que�
n¥1 kerpT nq est dense dans X et qu’il existe un opérateur S P LpXq tel que

}S}   1 et TS � Id. Montrer que T est hypercyclique.

(4) Soit Bw le shift à poids sur `2pNq associé à la suite w � pwnqn¥1 définie par

wn �
�

1 � 1
logpn�1q

	1{n

. Le shift Bw est-il hypercyclique?

(5) Montrer qu’il existe une fonction holomorphe f : C Ñ C possédant la pro-
priété suivante : pour toute fonction ϕ holomorphe sur C, il existe une suite
d’entiers pnkq telle que 2nkf pnkqpz�6nkq Ñ ϕpzq uniformément sur tout com-
pact.

(6) Soit B le shift (à gauche) sur `2pNq, et soit T � 3B5 � Id. On note rT
l’opérateur sur l’espace de Hardy H2pDq défini par T , obtenu en identifiant
H2pDq et `2pNq de la manière habituelle. Vérifier que pour toutes fonctions

f, g P H2pDq, on a xrTf, gyH2 � xf, φgyH2 , où φpzq � 3z5 � 1, et en déduire
que T est hypercyclique.

(7) Soit T un opérateur sur `2pNq dont la matrice dans la “base canonique” de
`2pNq est triangulaire inférieure. En considérant l’adjoint de T , montrer que
T n’est pas hypercyclique.

(8) Soit T un opérateur hypercyclique sur un espace de Banach complexe. On
suppose que T possède une valeur propre de module différent de 1. Montrer
que le spectre de T n’est pas dénombrable.

(9) Soit Bw un shift à poids sur `2pNq associé à une suite de poids w � pwnqn¥1

telle que supn |wn| ¤ 1. On pose V � Id�Bw

2
� Montrer que pour tout x P `2pNq,

on a

lim
NÑ8

1

N

N�1̧

n�0

V nx � 0 .

1
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(10) Soit g P Tze2iπQ, et soit A un borélien de T. Enfin, soit m la mesure de
Lebesgue normalisée sur T. Pour ξ P T et N P N�, on note kNpxq le nombre

d’entiers n P r0, N � 1s tels que gnξ P A. Montrer que kN pξq
N

tend vers mpAq
pour m-presque tout ξ P T.

(11) Soit K un espace compact métrisable, soit T : K Ñ K borélienne, et soit
µ une mesure de probabilité borélienne sur K telle que T est ergodique par
rapport à µ. En utilisant la séparabilité de CpKq, montrer qu’il existe un
point x P K tel que

@f P CpKq : lim
NÑ8

1

N

N�1̧

n�0

fpT npxqq �

»
K

f dµ .

(12) Soit K un espace compact métrisable,et soit T : K Ñ K continue. On
suppose qu’il existe exactement une mesure de probabilité borélienne µ sur
K telle que T est ergodique par rapport à µ. Montrer que µ est la seule
mesure de probabilité borélienne sur K invariante par T .

(13) Soit pΩ,A, µq un espace de probabilité, et soit T : Ω Ñ Ω une application
mesurable. En utilisant la caractérisation du mélange faible en termes de
convergence en densité, montrer que si T est faiblement mélangeante par
rapport à µ, alors T � T est faiblement mélangeante par rapport à µb µ.

Exercice 1. Soit X un evt Polonais, et soit T P LpXq. Pour x P X et V � X ouvert
non-vide, on pose N px, V q � tn P N; T npxq P V u. On suppose qu’il existe un point
x0 P X tel que

@V ouvert � H : dens pN px0, V qq ¡ 0 ,

où, pour S � N, on note

dens pSq � lim sup
NÑ8

7pS X r0, N � 1sq

N
�

Le but de l’exercice est de montrer que T vérifie le critère d’hypercyclicité.

On utilisera les notations et définitions suivantes. Pour A,B � N, on pose A�B �
ta� b; pa, bq P A�B, a ¥ bu. Pour A � N et j P N, on pose A� j � ta� j; a P Au
et A � j � ta � j; a P A, a ¥ ju. Pour U, V � X ouverts non-vides, on pose
N pU, V q � tn P N; T npUq X V � Hu. Enfin, on rappelle qu’un ensemble A � N est
dit épais s’il contient des intervalles de N de longueur arbitrairement grande, et on
dit qu’un ensemble B � N est à trous bornés s’il existe un entier L tel que

@n P N Dk P B : |k � n| ¤ L .

(0) Pourquoi T est-il hypercyclique?
(1) Montrer que si A � N est épais et B � N est à trous bornés, alors AXpp�Bq �

H pour tout p P N.
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(2) Montrer que si U est un ouvert non vide de X et si W est un voisinage de 0,
alors N pU,W q est épais.

(3) Montrer que si x P X et si V et W sont des ouverts non-vides de X, alors
N px, V q �N px,W q � N pW,V q.

(4) Montrer que si x P HCpT q et si V,W sont des ouverts non-vides de X,
alors on peut trouver un ouvert non-vide V 1 � V et un entier p tel que
p�N px, V 1q � N px,W q.

(5) On admet que si S � N vérifie denspSq ¡ 0, alors S � S est à trous bornés.
Déduire des questions précédentes que T vérifie le critère d’hypercyclicité.

(6) Bonus. Dans cette question on veut démontrer le résultat admis à la question
(5). On fixe donc S � N vérifiant denspSq � α ¡ 0.

(a) Montrer que si j1, . . . , jm P N sont tels que les ensembles S�j1, . . . , S�jm
sont deux-à-deux disjoints, alors densppS � j1q Y � � � Y pS � jmqq � mα.

(b) En déduire qu’il existe un ensemble fini J de cardinalité maximale tel
que les ensembles S � j, j P J sont deux-à-deux disjoints.

(c) On pose q � max J . Montrer que Nzr0, qs �
�
jPJppS � Sq � jq .

(d) Montrer que S � S est à trous bornés.

Exercice 2. Soit g P T, et soit Sg : T2 Ñ T2 l’application définie par

Sgpξ1, ξ2q � pgξ1, ξ1ξ2q .

(1) On note m la mesure de Lebesgue normalisée sur T. Montrer que Sg préserve
la mesure mbm.

(2) Pour toute fonction u P L2pT2,m bmq, on note pupγq, γ P Z2 les coefficients
de Fourier de u : si γ � pn1, n2q P Z2, alors

pupγq � »
T2

ξ�n1
1 ξ�n2

2 upξ1, ξ2q dmpξ1qdmpξ2q .

Montrer que si f P L2pT2,mbmq , alors

@γ � pn1, n2q P Z2 : {f � Sgpγq � gn1�n2 pfpAγq ,
où A est la matrice 2 � 2 suivante :

A �

�
1 �1
0 1



(3) Montrer que pour tout γ � pn1, n2q P Z2 tel que n2 � 0, les Akγ, k P N sont

deux à deux distincts, et en déduire que si pcγqγPZ2 est une famille de nombres
complexes telle que |cγ| � |cAγ| pour tout γ P Z2 et

°
γPZ2 |cγ|

2   8, alors

cγ � 0 pour tout γ � pn1, n2q P Z2 tel que n2 � 0.

(4) On suppose que g R e2iπQ. Déduire des questions précédentes que Sg est
ergodique par rapport à mbm.
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Exercice 3. Soit H un espace de Hilbert complexe et soit T P LpHq une contraction
(}T } ¤ 1). Soit également x P H. On suppose que la suite pT nxqnPN converge
faiblement vers 0. Le but de l’exercice est de montrer que pour toute suite strictement
croissante d’entiers pnkqk¥1, on a

lim
KÑ8

����� 1

K

Ķ

k�1

T nkx

����� � 0 .

(0) On note σx la mesure spectrale pour x associée à T , i.e. l’unique mesure
borélienne positive finie sur T telle que

@n P N : pσxpnq � xT nx, xy .

(L’existence de σx a été démontrée en cours pour une isométrie, et en TD pour
une contraction quelconque). Pourquoi σx est-elle une mesure de Rajchman?

(1) L’objectif de cette question est de montrer que pour tout polynôme P , on a
l’inégalité suivante :

(vN) }P pT qx}2 ¤

»
T
|P ptq|2dσxptq .

(a) Soit k P N et soit P ptq � a0 � a1t� � � � � ak�1t
k�1 un polynôme de degré

k � 1. On pose Qptq � P ptq � a0 et uptq � Qptq
t
�

(i) Comparer d’une part }QpT qx} et }upT qx}, et d’autre part |Qptq| et
|uptq| pour t P T.

(ii) Montrer qu’on a

}P pT qx}2 � |a0|
2}x}2 � 2Re

�
a0

»
T
Qptq dσxptq



� }QpT qx}2.

(b) Démontrer (vN) par récurrence sur le degré de P .

(2) Montrer à l’aide de (vN) que si n1   � � �   nK sont des entiers positifs, alors

}T n1x� � � � � T nKx}2 ¤
Ķ

i,j�1

pσxpni � njq .

(3) Soit A ¡ 0 et soient n1   � � �   nK des entiers positifs. Majorer en fonction
de A et K le nombre de couples pi, jq tels que |ni � nj| ¤ A.

(4) Démontrer le résultat souhaité.

Exercice 4. Soit T : L2pr0, 2πsq Ñ L2pr0, 2πsq l’opérateur défini par

Tfptq � eitfptq �

» t
0

ieisfpsq ds .
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Soit également Λ � T un arc de cercle fermé non trivial tel que 1 R Λ. Pour λ P Λ
s’écrivant λ � eix avec 0   x   2π, on définit eλ P L2pr0, 2πsq par eλ � 1sx,2πs . Enfin,
on note HΛ le sous-espace fermé de L2pr0, 2πsq engendré par teλ; λ P Λu. Montrer
que HΛ est stable par T et que la restriction de T à HΛ est un opérateur mélangeant
au sens gaussien.


