Corrigé succint de ’examen d’Intégration

Questions de cours.

(1)

e«

Si on pose f,(t) = tH—;:, alors f,,(t) tend vers 1 quand n — oo, pour tout
t € [1,00[. De plus, pour tout ¢ > 1, la suite (f,(¢)) est croissante car e~
croit et t'+P» décroit (t > 1 est important ici). Par convergence monotone,
J, tend vers [ 4 = oo.

Comme In(1 + u) ~ u quand u — 0, on voit que f.(t) = Iln(1 + e f(t))
tend vers f(t) quand ¢ — 0T, pour tout ¢t € Q. De plus, comme f(¢) > 0
et In(1 4+ u) < u, on a0 < f(t) < f(t), donc |fo(t)] < |f(t)] pour tout
t et pour tout ¢ > 0. Comme f est intégrable, on peut donc appliquer le
théoreme de convergence dominée (dans sa version “continue”) pour conclure
que 1 [, In(1+ef(t)) du(t) tend vers [, fdp quand € — 0F.

I1 faut (évidemment) appliquer le théoreme sur les intégrales a parametres.
Le point clé est que si K est un compact de ]0, 00, alors on peut trouver
0 >0 tel que Vx € K : t >4, ce qui donne 175 < 1Jrﬁpourycel(et
pour tout t € R.

Soit ¢ :  — [0,00] la fonction mesurable positive définie par o(t) =
Yo |fa(t)]. Comme tout est positif, on peut écrire

/Qsodu = /Q<n§;|fn\) dp

= ni;o/glfnldu-

En particulier, on a fQ @ dp < oo, donc p(t) < oo presque partout. Autrement
dit, la série > f,.(t) est absolument convergente (et donc convergente) pour
presque tout t € €.

On a [o 1jo,s@)((t) di(x) = [ Leoof(f(x) dp(z) = p({z € 2 f(x) > t}) pour
tout t € RT. La formule demandée s’en déduit en appliquant le théoreme
de Fubini et en se souvenant que ¢(u) = [ ¢/(t)dt pour tout u > 0 (car

»(0) =0) :
1



[ et e @ ma = [ 0 [ o) ) a
= [ ([ 2osm@e i) duto
- [ ( /Ommdt> du(x)

- / o(f () da.

(6) Pas de probleme particulier une fois qu’on a bien dessiné le domaine. La
droite et la parabole se coupent au point de coordonnées (2,5). On peut
appliquer Fubini car tout est positif et on obtient

2 241 7 T—x
I = / (/ xydy) daz+/ (/ xydy) dr .
0 0 2 0

Il faut ensuite finir le calcul.

(7) De méme, pas de difficulté une fois qu’on a dessiné 2 et constaté qu’en coor-
donnés polaires, il correspond a 0 <r <2 et 7 <6 < 7- Bien sur, il ne faut
pas oublier que dxdy devient rdrd#.

Exercice 1. (1) On voit que 2 est un triangle rectangle isoceéle de “petits cotés”
3 N T 1 s 2 7T2
égaux & Z- Donc \(Q) =1 x (5)" =%

(2) On applique soigneusement la formule de changement de variables en posant

(z,y) = ®(u,v). Les calculs sont simples.

(3) On éerit 1—mn = D50 (2% = 307 2*"y?* et on permute la somme et
I'intégrale, ce qui est permis car tout est p081t1f

4) Par Fubini, on a 22k drdy =
10,1[xjoa[ ¥ Y vy =

questions précédentes on en déduit que S; =

———5 pour tout £k € N, et par les

dxd w2
f01[x01 - a:?y = X(Q) = 8

(5) Ona § =3 " 5 2+Zo 2k+1)2zlS—l—Sl,cequldonneS——Sl—’r—

6’

2k+1)

comme attendu

it

Exercice 2. (1) (a) On aflx 6—italt = [7] + 4 f1 t3/2 dt. Le “crochet” admet
une limite quand X — oo car W — 0, et 'intégrale du membre de droite

aussi car ﬁ—/z est intégrable sur [1, 00[. D’ou le résultat.
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b) La fonction ¢ — <= est intégrable sur |0, 1], et (a) dit que X e gt existe
Vit 1 Vi
en tant qu’intégrale généralisée. Donc I est bien définie.
(c) Changement de variable x = /1.

(2) La fonction considérée est intégrable sur |0, 1] car % e M < \/sz et elle est
également intégrable sur [1, 00| car 67; e M <eMsit>1.

(3) (a) Par définition, ¢(t) tend vers I quand ¢ — oo, et p(t) — 0 quand ¢ — 0%
par convergence dominée (écrire par exemple p(t) = fol l}o,t](s)% ds et

utiliser le fait que 675 est intégrable sur |0, 1]).

(b) On suit l'indication calmement, en utilisant le fait que ¢'(t) = % Ala
fin du calcul, il faut faire un changement de variable évident.

(c) Par (a), on limy_,o+ ¢ (%) = I pour tout ¢ > 0. De plus, ¢ est bornée sur
10, 0o[ car continue avec des limites finies en 0 et en +00. Par convergence
dominée, on en déduit que F'(A) tend vers foool x e tdt = I quand
A— 0T

(4) (a) On applique le théoreme sur les intégrales a parametres, en utilisant la
2¢ formule pour F'(A) donnée dans (2). Le point clé est que si K est un
compact de ]0, 00, on peut trouver § > 0 tel que VA € K : A >4, ce
qui donne [e( V| < e7% pour A\ € K et pour tout t €]0, oql.

(b) On utilise (a) et on integre calmement par parties sur des intervalles
[, X], en primitivant e~M* et en dérivant /7.

(c) Comme a(X) = H% + 152, les primitives de a(\) = 55 = 1’};@ sont
de la forme A(X) = iIn(1 + A?) + iarctan(A) + cte. On applique en-
suite la formule pour les solutions d’une équation différentielle linéaire
“homogene” (formule qui doit impérativement étre connue).

(d) (i) Changements de variables u = At puis v = \/u.
(ii) En appliquant le théoreme de convergence dominée, on voit que

2
OOO e’y e dv tend vers fooo eV dv = ‘/7; quand A — oo. D’apres
(b), on en déduit queF(\) ~ \/§ quand A — oco. D’autre part,

comme (14 A2)* ~ /X quand A\ — oo et comme arctan()\) — 5
on déduit.ile (c) que F(A) ~ C e:;;~ On a donc Ce™ %% = /7, i.e.
C = rmenx.
(5) D’apres (4), on a F()\) = /7e'd 6(_/\%2:%/(:) pour tout A > 0, et d’apres
(3) F()\) tend vers I quand A — 0*. Donc [ = /7€', et donc (par (1))

]1:]2:\/%X\/T§:\/§.




