L3 CDiff 1

Feuille d’exercices n° 1

Exercice 1. Montrer que pour tout u € R™, on a ||ullec < [Jullz < /7 |lulloo et
< lully < flulls-

L ull

Exercice 2. Pour u € C([0, 1]), on pose |jul|; = fol lu(t)]| dt.

(1) Montrer que || - ||; est une norme sur C([0, 1]).

(2) Pour k > 2, on note u;, € C([0, 1]) la fonction nulle sur les intervalles [0,  — ]
et [ + +,1], valant k en § et affine sur les intervalles [3 — £, 3] et [, 5 + 7.
Calculer ||ug/|;.

(3) Les normes || - ||y et || - ||oo sur C(]0, 1]) sont elles équivalentes?

Exercice 3. Pour k € N*, soit u; € C([0,1]) la fonction nulle sur les intervalles
[0,1/(2k+1)] et [1/(2k—1), 1], valant 1 au point ¢ = 1/2k, et affine sur les intervalles
[1/(2k —1),1/2k] et [1/2k,1/(2k + 1)].

(1) Montrer que la suite (ux) est bornée dans (C([0,1]), || - |le)-

(2) Calculer ||u, — up||l0 pour p < gq.

(3) Montrer que (u) ne possede aucune sous-suite convergente.

Exercice 4. Etudier la continuité de la fonction f : R? — R définie par f(0,0) =0
Jc S B
et f(z,y) = & si (z,y) # (0,0).

Exercice 5. Soit f : R?\ {(0,0)} — R la fonction définie par f(z,y) = R
Montrer qu’il n’est pas possible de prolonger f en une fonction continue sur R2.

Exercice 6. Pour a > 0, on note f, : R? — R la fonction définie par f,(0,0) = 0

[e3

et fo(z,y) = x"';ilyz si (z,y) # (0,0). Pour quelles valeurs de « la fonction f,, est-elle
continue en (0,0)?

Exercice 7. Soit f : R — R une fonction continue admettant une limite finie [ en
+00. On définit une fonction g : R? — R par g(z,y) = (z + y)f(%) siy # 0 et
g(x,0) = lx.

(1) Pourquoi g est-elle continue en tout point de R x R*?

(2) Montrer que g est continue en tout point (a,0), a # 0.
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(3) Montrer que f est bornée sur R, et en déduire que g est également continue
en (0,0).

Exercice 8. Soit K = {(z,y) € R? 2%+ 3y* < 6} Montrer que K est un compact
de R2.

Exercice 9. Donner un exemple de partie fermée bornée de C([0, 1]) qui ne soit pas
compacte.

Exercice 10. Soit Q = {s € C; Re(s) > 1}. Montrer que la série ) -, -& converge
normalement sur tout compact de 2.

Exercice 11. Soit f : R™ — R une fonction continue strictement positive. Montrer
que la série >, e *1(@) converge normalement sur toute partie bornée de R”.

Exercice 12. Soient I et [a,b] deux intervalles de R, et soit ® : I X [a,b] — R une
fonction continue.

(1) Soit (zx)ken une suite de points de I convergeant vers un point z € I. On
pose K = {z} U{zy; k € N}. Pourquoi la fonction & est-elle uniformément
continue sur K X [a, b]?

(2) Pour z € I, on note @, : [a,b] — R la fonction définie par ®,(t) = D(z,1).
Montrer que 'application z — @, est continue de I dans (C([a,b]), || - |lec)-

Exercice 13. Soit F un evn. Montrer que si (uy) C E est une suite de Cauchy
possédant une sous-suite convergente, alors (uy) est convergente.

Exercice 14. Soit F un evn. On suppose que toute série normalement convergente
a termes dans E est convergente. Le but de l'exercice est de montrer que E est
complet.

(1) Soit (ug) une suite de Cauchy dans E. Montrer que (uy) possede une sous-
suite (vg) telle que ||vp1 — vel] < 27 pour tout k € N.
(2) Conclure en utilisant 'exercice 13.

Exercice 15. On note /!(N) lespace vectoriel constituée par toutes les suites de

nombres réels (z(7));en telles que la série > x(j) est absolument convergente. Pour
u = (z(j)) € ¢*(N), on pose
lulls = > l=()I-
=0

Montrer que ¢*(N) est complet pour la norme || - ||;.
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Exercice 16. Soient E et F' deux evn, et soit L : F — F une application continue
et additive, ¢’est-a-dire vérifiant L(u + v) = L(u) + L(v) pour tous u,v € E.
(1) Montrer qu’on a L(nu) = nL(u) pour tout u € E et pour tout n € Z, puis
que L(ru) = rL(u) pour tout u et pour tout r € Q.
(2) Montrer que L est linéaire.

Exercice 17. Soit F et F' deux evn, avec F' complet. Soit également f : £ — F
une application continue. On suppose qu’il existe une constante C' telle que

[f(w+v) = flu) = flo)| <C

pour tous u,v € E. Le but de 'exercice est de montrer qu’il existe une application
linéaire continue L : E — F telle que ||L(u) — f(u)|| < C pour tout u € E.

(1) Soit uw € E. Montrer que pour tout &k € N*, on a H f(gl,:“) — f(gl,:ju) < 2%
2) Montrer que pour tout v € FE, la suite f(2—:“) converge dans F', et que
que p D) g q
k>1

la convergence est uniforme par rapport a u.
(3) On définit une application L : E — F' en posant

L(u) = lim f(2ku)

k—o0 2k

Montrer que L convient en utilisant 1’exercice 16.

Exercice 18. Soit v € C([0,1]). Montrer que l'application u — fol u(t)v(t) dt est
une forme linéaire continue sur C([0, 1}).

Exercice 19. On munit R” de la norme || - ||o, et on note || - || la norme subordonnée
sur M, (R) ~ L(R"™). Montrer que si A = (a;;) € M,(R), alors

n

Al = max > lag]
j=1

Exercice 20. Montrer que pour toute matrice M € M, (R), la série > ]\g—,k converge
dans M, (R). La somme de cette série s’appelle 'exponentielle de la matrice M et
se note eM : on a donc par définition

Exercice 21. Dans tout 'exercice, F est un espace de Banach. On note GL(E)
I'ensemble des éléments inversibles de L(FE), autrement dit 'ensemble des L € L(E)
qui sont bijectives et telles que I'application linéaire L~! est continue.



(1) Montrer que si H € L(E) vérifie ||[H| < 1, alors la série Y H* converge
dans L(E). En déduire que Id — H € GL(E), avec de plus ||(Id — H)7!|| <
1/(1 - [H]).

(2) Montrer que si A € GL(FE) et si L € L(E) vérifie |L — A|| < 1/2||A7Y|, alors
LeGL(E) et |L7Y < 2||A7Y. (Ecrire L = A(Id — H)).

(3) Montrer que si A, L € GL(E), alors L' — A™' = L7 '(A—-L)A™".

(4) Déduire de (2) et (3) que GL(FE) est un ouvert de L(F) et que 'application
L+ L™ est continue sur GL(FE).

Exercice 22. Montrer en quelques lignes (et sans utiliser I'exercice 21) que G L, (R)
est un ouvert de M, (R) et que Papplication M +— M~ est continue sur GL, (R).

Exercice 23. Montrer que GL,(R) n’est pas connexe.

Exercice 24. Montrer que ’ensemble des matrices orthogonales est un compact de

M, (R).

Exercice 25. (preuve du “lemme de scalarisation” en dimension finie)

Soit (E,|| - ||) un evn de dimension finie, et soit a € E'\ {0} fixé. Le but de I'exercice
est de montrer qu'il existe une forme linéaire (continue) © € E* telle que ||©] < 1

et O(a) = [|ul.
(1) Soit F} = Ra. On définit une forme linéaire ®, : F; — R par ®;(Aa) = ||a|| A.
Montrer qu'on a [|[®,]| =1 et ®(a) = ||ul|.
(2) Soit F' un sous-espace vectoriel de E contenant a, avec F' # E, et soit e €
E\ F. Soit également ® : F' — R une forme linéaire vérifiant ||| < 1.
(a) Montrer que pour tous v,w € F', on a
O(v) = flv—el| < flw+e] = P(w).
(b) En déduire qu'il existe un nombre réel ¢ tel que
Vo,we F @ &(v)—|lv—e|]| <c<|lw+el — P(w).
(¢) Montrer que pour tout u € F et pour tout A € R, on a
O(u) + e < |lu+ A .
(d) En déduire qu'il existe une forme linéaire ®' : F' @ Re — R telle que
' =P sur Fet|d] <1,
(3) Démontrer le résultat souhaité.



