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Questions de cours.

(1) Soient A, B € M,(R), et soit (as)r>0 une suite de nombres réels non nuls
telle que limy o |a| = +00. Montrer que la série > %Akl?k converge
dans M, (R).

(2) Soit F' un espace de Banach et soit ¢ : [0, co[— F une fonction de classe C*.
On suppose qu’on a p(0) = ¢'(0) = 0 et [|¢”(t)]| < e 3" pour tout ¢ € [0, oo|.
Montrer que [¢(z)|| < 32 — § + ge7>* pour tout = > 0.

(3) Soient p,q € N*. On définit f: R? — R par f(0,0) =0 et f(z,y) = xﬁ?; si
(z,y) # (0,0).

(a) Montrer que f admet des dérivées partielles en tout point.
(b) Montrer que f est de classe C' si et seulement si p + ¢ > 3.

(4) Soit g : R? — R une fonction de classe C! et soit f : R? — R la fonction
définie par f(z,y,z) = g(3x —2y+z,4x —3y+5z). Montrer que f est solution
de I’équation aux dérivées partielles

T—=+11—+=-=0.

(5) Soit E un espace vectoriel normé, et soit B : £ x E — R une application
bilinéaire continue. Montrer que 'application f : E — R définie par f(x) =
B(x, )3 est différentiable sur F, et déterminer sa différentielle.

(6) Montrer que pour tout 6 > 0, la fonction ¢t — ﬁ est bornée sur R. En
déduire que si g : R? — R est une fonction de classe C! telle que g(z,y) # 0
pour tout (z,y) € R? et si (a,),>1 est une suite de nombres réels, alors la

formule
o0

1
fla,y) = — arctan (ay g(z,y))
n=1
définit une fonction de classe C! sur R2.
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(7) Soit f : R? — R une fonction de classe C? telle que f(0,0) = 0 et D f(0,0) = 0.
En utilisant la formule de Taylor, montrer qu’il existe trois fonctions continues
a, b, c sur R? telles que

V(z,y) eR? ¢ f(z,y) = 2%a(z,y) + zyb(z,y) + y’c(z,y) .

(8) Soit Q = {(z,y) € R%} 1+ x + 2y > 0}, et soit f : Q — R définie par
f(z,y) = cos(3z + y) In(1 + = + 2y). Déterminer le développement limité a
I'ordre 2 de la fonction f en (0,0).

(9) Soit u :]0,00[— R une fonction de classe C* décroissante vérifiant u'(t) +
2tu”(t) > 0 pour tout ¢t > 0. On pose Q = {(z,y) € R* x>0,y > 0} et on
définit f: Q — R par f(x,y) = u(zy). Montrer que f est convexe.

(10) Déterminer les extrema locaux de la fonction f : R* — R définie par f(x,y) =
3+ y3 —xy.

(11) Soit ¥ = {(z,y,2) € R? 22 +y* + 22 = 1}. En utilisant le théoreme des
extrema liés, déterminer le maximum sur ¥ de la fonction (x,y, 2) — x+y+2.

(12) Soit ® : R? — R? définie par ®(z,y) = (e~ cos(zy), e ¥ sin(zxy)). Mon-
trer que ® est un difféomorphisme local en tout point (x,y) # (0,0).

Exercice 1. Soit E un espace vectoriel normé. On rappelle qu’'une application
linéaire continue L : E — E est dite inversible si elle est bijective et si L™! est
continue.
(1) Montrer que si L € L(E) est inversible, alors il existe une constante o > 0
telle que
Vhe E : [[L(h)] = ah].
(2) Soit f: £ — E une application différentiable en un point @ € E. On suppose
que Df(a) est inversible. Montrer qu’on peut trouver une boule ouverte
B(a,d) (avec § > 0) et une constante ¢ > 0 telles que

Vo € Bla,0) : [|f(z) = fla)l| = cllz —al.

Exercice 2. Soit I : R"\ {0} — R" l'application définie par I(x) = s O Il
est la norme euclidienne.
(1) Justifier que I est de classe C'.

(2) On note (, ) le produit scalaire usuel sur R™. Montrer que pour = € R™\ {0}
et he€ R" on a

1 2(z, h)
DI(x)h = h — ——
[ Jl*
(3) Montrer que si a € R" vérifie ||a|| = 1, alors DI(a) est une symétrie orthog-

onale.
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Exercice 3. Soient E et I’ deux espaces vectoriels normés, et soit f : £ — F une
application différentiable.

(1) Pour R > 0, on pose (R) = sup{||[Df(&)|; |l€]| > R}. En utilisant I'inégalité
des accroissements finis, montrer que si x € E vérifie ||z|| > R et si on pose
r(x) = Ry, alors

IF @) < WIf (mr(2)] +e(R) |z = mr(2)]]-

(2) On suppose que f est bornée sur tout partie bornée de E et qu’on a
lim [|Df(&)[| = 0.

€]l =00
Montrer que
@l
lall=voo [|]
Exercice 4. Dans tout ’exercice, on fixe des nombres réels oy, . . . , o, tels que a; > 0

pour tout i et > - a; = 1.

(1) Soit ¥ = {(z1,...,2,) €R"; 21 >0,...,2, > 0et Y | ayx; = 1}. Justifier
I'existence de

Qn

M= max ' x---xazo".

(z1,....xn)EX
(2) Soit (x1,...,2,) € X tel que 7' --- 20 = M.
(a) Montrer que tous les x; sont strictement positifs.
(b) Montrer qu’il existe un nombre réel A tel que

A
Vie{l,...,n} : 2! = &
[1 ;"
JFi
(¢) Montrer que tous les z; sont égaux, puis calculer M.

(3) Déduire de (2) que pour tous zy,...,x, > 0, on a I'inégalité suivante (qu’on
appelle 'inégalité arithmético-géométrique) :

n
(AG) it < Z ;T .
i=1

(4) Redémontrer (AG) en utilisant la concavité de la fonction logarithme.



