L3 Variable complexe

Feuille d’exercices n° 4

et ]2 fjoo dz

Exercice 1. Calculer les intégrales I) = fo s @412

4+1

Exercice 2. Pour z € R, calculer I, (z) = [T " dt et Ih(z) = [° =2t dt.

oo ti+1 0 (t2+1
. 2
Exercice 3. Pour a > 1, on pose I(a) = [;" —%—.

1) Mettre I(a) sous la forme fa(2)dz, ou D est le disque unité et la fonction
( oD

fa est a déterminer.
(2) Calculer 'intégrale I(a).

Exercice 4. Pour r € [0, 1], calculer I(r) = fo% —1_%50956”2'

dt
1+sin? t

Exercice 5. Calculer I'intégrale I = fo

Exercice 6. Soit n un entier au moins égal a 2, et soit o vérifiant 1 —n < a < 1.
(1) Pour 0 < e <1 < R, dessiner le domaine élémentaire

: 2
Ke,RI{T€’9;€§r§R,O§9§_7T}_

n

(2) Calculer Dintégrale I = [° Txn)'

log z

o7 Sur le bord des domaines élémentaires

Exercice 7. En intégrant

, 2

N . , oo d 00 logz
ou 0 <e <1< R, calculer les intégrales I = |© 5755 et J = f s

. y 1
Exercice 8. Calculer les intégrales I = [° i‘fﬁ dret J= [° (10 _%xQ dz en utilisant
les domaines élémentaires

K.r={2€C; Im(z2) >0,e < |2| < R}.

Exercice 9. (fractions rationnelles sur R™)
1



(1) Soit F = P/@ une fraction rationnelle sans poles dans R", avec deg(Q) >
deg(P) + 2. On note P l'ensemble des poles de F'. En considérant des
domaines élémentaires de type “pac-man”, établir la formule suivante :

/000 ZRes( ) log(z), )

ou log est la détermination du logarithme dans C \ R™ obtenue en prenant
I'argument dans |0, 27].

(2) Calculer 'intégrale I = fo z—l—l 2+1)2 :

Exercice 10. Soient a,b > 0 avec a # b. En intégrant % sur le bord de

domaines de type “pac-man”, montrer qu’on a

/ *_ (logw)* .~ (loga)’ — (logh)*
o (

r+a)(z+b) " 2(a—b)

Exercice 11. Pour o €] — 1,1[, calculer I'intégrale I(a) = [~ ﬁ dt.

Exercice 12. Calculer l'intégrale I = fo %dm.

Exercice 13. Le but de Iexercice est de montrer que pour tout z € C\ 7Z, on a

1 > 1
cotanz = — + 2z _.
z ;z2—n27r2

(1) Soit z € C\ 7Z fixé. Montrer que F(§) = ?()zang est une fonction holomorphe

sur C\ S, ou 'ensemble S est a déterminer, et calculer les résidus de F' aux
points de S.

(2) Pour N € N*, on note Ry le carré de sommets *ay £ iay, ot ay = N7+ 7.
Dessiner Ry, puis montrer que pour tout z € }?N \ 7Z, on a

N

1 cotan & cotan z 1 2
— dé = - = — .
20T Jor, £(& — 2) ¢ z <22 +222—n27r2>

n=1

(3) On rappelle que si & = 2 + 4y, alors |sin€|? = sh®y + sin®z. Montrer qu'il
existe une constante C' (indépendante de N) telle que |cotan(€)]* < C pour

tout N et pour tout & € ORy, et en déduire que faR gomng d¢ tend vers 0

quand N — oo.
(4) Conclure.



Exercice 14. Soit k£ € N*. Le but de 'exercice est de calculer la somme

1
Si=2
n=1
(1) Pour n € N, on note R,, le carré de sommets +a,, * ia,, ou a, = nw + 5
(a) Déterminer la limite de [, <22 dz quand n — oo.
(b) Déterminer les poles de F'(z) = 22 4 lintérieur du rectangle R,, et
calculer les résidus correspondants.
(2) Calculer la somme S.

Exercice 15. (somme binomiale)

(1) Montrer que pour k,n € N, k <n,ona (}) = %fm(j—frdz.

(2) Montrer qu’'on a (2*) < 4" pour tout n € N.
(3) Calculer 'intégrale I = dz
(4)

oD 22—3z+1

4) Etablir la formule Y 57 (27) = /5.
n=0

Exercice 16. Le but de I'exercice est de calculer I'intégrale I = fj;o e ds A laide
du théoreme des résidus.

(1) Pour R > 0, on pose agp = (—R+1/2) —iR, by = (R+1/2) + iR, cg =
(R—1/2) +iR, dgp = (—R — 1/2) — iR, et on note Kp le parallelogramme
arbrcrdg. D’autre part, pour z € C\ Z on pose

2

eiﬂ(zfé)

1) =1 =
(a) Calculer I'intégrale [, 9K f(2)dz al’aide du théoreme des résidus.
(b) En paramétrant les segments, montrer que f[aR,bR] f(z)dz—f[dRﬁcR] f(2)d=
tend vers (1 + 1) fj;o e~ 2 dt quand R — oc.
(2) Calculer I'intégrale I.

Exercice 17. Trouver le nombre de zéros de P(z) = 2* — 223 + 1122 — 32 + 5 dans
le disque D(0, 2).

Exercice 18. Trouver le nombre de solutions de I’équation 2°412234+3224202+3 = 0
dans la couronne {1 < |z| < 2}.

Exercice 19. Soit A € C vérifiant || < 1, et soit n € N*. Montrer qu'on a
[(E=1)"e%| > |A| sur le cercle {|€—1| = 1}, et en déduire que I'équation (z—1)"e* = X
possede n solutions dans le disque D(1,1).
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Exercice 20. Soit a € R, a > e, et soit n € N*. Montrer que f(z) = az" — e* admet
n zéros simples dans le disque unité D.

Exercice 21. Pour n € N, on pose P,(z) = >} _, 7@—’? :

(1) On pose R, = min{|z|; z € Z(P,)}, ou Z(P,) est I'ensemble des zéros de
P,. En raisonnant par I’absurde, montrer que R,, tend vers I'infini avec n.

(2) Montrer qu'on a |P,(§) — &| < % pour tout £ € 9D(0, 2n).

(3) Montrer que les zéros de P, appartiennent tous au disque D(0,2n).

Exercice 22. (fonctions implicites)
(1) Soit f une fonction holomorphe au voisinage d'un disque D(0, ) et sans zéros

sur dD(0,7). On suppose que f admet un seul zéro a dans le disque D(0, ),
et que ce zéro est simple. Montrer qu’on a

g
2im Jop. f(§)
(2) Soit r = 1/4/3, et soit V' le disque D(0,2r/3).
(a) En utilisant le théoreme de Rouché, montrer que si A € V, alors il existe
un unique z € C vérifiant |z| < 7 et z* + 2z = \. On pose z = a(\).
(b) Montrer que la fonction a est holomorphe sur V.

de .

Exercice 23. Soit {2 un ouvert connexe de C, et soit f une fonction holomorphe sur
2 telle que f(Q2) C Q.
(1) On pose A ={w € C; f(w) =w}. Que peut-on dire de f si A est d’intérieur
non vide?
(2) On suppose que f est non constante et vérifie f o f = f. Montrer qu’on a
f(z) = z pour tout z € Q.

Exercice 24. (théoremes d’'Hurwitz)

Soit 2 un ouvert connexe de C, et soit (f,) une suite de fonctions holomorphes sur
2. On suppose que (f,) converge uniformément sur tout compact de  vers une
fonction (holomorphe) f.

(1) On suppose que f n’est pas identiquement nulle. En utilisant le théoreme de
Rouché, montrer que pour tout a € € on peut trouver r > 0 et n € N tels
que f et f, ont le méme nombre de zéros dans le disque D(a,r).

(2) Montrer que si les f, ne s’annulent jamais, alors ou bien f est identiquement
nulle, ou bien f ne s’annule jamais.

(3) On suppose que les fonctions f, sont injectives. Montrer que la fonction f
est soit injective, soit constante. (Fizer a € § et appliquer (2) auz fonctions

gn : Q\ {a} — C définies par g,(z) = fu(2) — fu(a)).
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Exercice 25. Soit f une fonction holomorphe non constante dans le disque unité D,
f(z) =>7 ¢,z". On suppose qu’on a
Zn|cn| < |ey].
n=2
(1) En appliquant I'inégalité des accroissements finis a h(z) = f(z)—c; 2, montrer
que si zg est un point quelconque de D et si r vérifie |z| < r < 1, alors

£ (&) = f(z0) — (€ — 20)| < lea(€ — 20|

pour tout £ € 9D(0, 7).
(2) Montrer que la fonction f est injective.

Exercice 26. Soit f une fonction holomorphe injective sur le disque unité .
(1) Montrer que 'aire de f(ID) est égale & [ |f'(2)|* dady .
(2) On écrit f(z) = > 5 ¢,2". Exprimer l'aire de f(D) a I’aide des ¢,.



