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Questions “de cours”.

(1) Démontrer la formule de Green-Riemann dans le cas ot le domaine élémentaire
est un rectangle.

(2) Montrer que si f est une fonction holomorphe, alors la fonction u = |f|?
vérifie Au > 0.

(3) Soit f une fonction entiere. On suppose qu'on a Re(f(z)) < 6 pour tout
z € C. En appliquant le théoreme de Liouville & ¢ = ef, montrer que f est
constante.

(4) Soit f une fonction holomorphe sur le disque unité D. On suppose qu’on
a f(0) = 1 et Re(f(z)) > 0 pour tout z € D. En appliquant le lemme de

Schwarz a g(z) = ;EZ;J&, montrer qu’on a |f(z)] < }f—}zl pour tout z € D.
(5) Soit I = 2” 460‘:—@%- Mettre I sous la forme [, f(z)dz pour une certaine

fonction f (ou D est le disque unité), puis calculer 1.

(6) Déterminer le nombre de solutions de I’équation 22 + 42% 4+ 3z + 8 = 0 dans
le disque D(0, 3).

(7) Soient U et V deux ouverts connexes de C. En utilisant le théoréeme de
I’application ouverte et le principe d’identité, montrer que si f et g sont
deux fonctions holomorphes sur V' et s’il existe une fonction holomorphe non
constante ¢ : U — V telle que f o ¢ = go ¢, alors f =g.

(8) Montrer que pour tout polynéome P, la formule f(z fo etz dt définit
une fonction holomorphe dans le demi-plan U = {z E C; Im(z ) > 0}.
(9) On note log la détermination principale du logarithme. Montrer que la for-
mule f(z) =>7° M définit une fonction holomorphe sur @ = C\ R™.
(10) Soit (an)nen une sulte de nombres complexes. On suppose que la série > |a,,|?

est convergente. En utilisant un développement limité de cos(a,), montrer
que le produit infini [] cos(a,) est convergent.
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Exercice 1. Soit f une fonction holomorphe sur C. On suppose que |f(z)| tend vers
'infini quand |z] — oc.

(1) Pour w € C*, on pose g(w) = f(1/w). Montrer qu’il existe r > 0 tel que
1/g(w) est bien défini pour w € D(0,7)\{0}, puis montrer que 1/g se prolonge
en une fonction ¢ holomorphe sur D(0,r) telle que ¢(0) = 0.

(2) Montrer qu'’il existe un entier m > 1 et une fonction h holomorphe sur D(0, )
tels que g(w) = —= h(w) pour tout w € D(0,r) \ {0}.

(3) On note d,, les coefficients du développement en série de Laurent de g dans
D(0,7)\ {0}. Que peut-on dire de d,, pour n < —m?

(4) Montrer que f est une fonction polynomiale.

Exercice 2. En considérant la fonction f(z) = lz_fjiz et (pour R > 0) les domaines

élémentaires Kr = {z € C; |z|] < R et Im(z) > 0}, calculer I'intégrale
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Exercice 3. Dans tout l'exercice, on note D le disque unité, et H>°(ID) ’ensemble
des fonctions f : I — C holomorphes et bornées. On fixe également une suite
(an)nen € D, ou les a, sont deux & deux distincts et a, # 0 pour tout n. Enfin,
on note Z(f) I'ensemble des zéros d'une fonction f holomorphe sur D. Le but de
I’exercice est d’établir I’équivalence des deux propriétés suivantes :

(P1) 11 existe une fonction f € H*(D) telle que Z(f) = {an; n € N};
(P2) la série Y (1 — |a,|) < oo est convergente.

(1) Pour a € D, on définit une fonction o, = D — C par ¢,(z) = 2.

1—az

(a) Pourquoi ¢, est-elle continue sur D et holomorphe sur D?
(b) Montrer qu'on a |p,(£)| = 1 pour tout point £ = € € ID.
(c) Montrer qu'on a [¢,(z)| < 1 pour tout z € .
(2) On suppose (P1) vérifiée pour une certaine fonction f € H>*(D).
(a) Montrer que pour tout N € N, il existe une fonction fy holomorphe sur
D telle que f(2) = (z —ag)(z —a1) -+ - (2 — an) fn(2).
(b) Pour N € N, on pose By(z) = HnN:o P, (2).

(i) Montrer que la fonction % est bien définie et holomorphe sur D.
(ii) En déduire que pour tout r € [0, 1], on a
o) _ hR

[By(0)] — inf{|By(2)[; [2[ =1}’
ou on a posé || flle = sup{|f(2)|; z € D}.
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(c) En utilisant (b) et (1b), montrer qu'il existe une constante 6 > 0 telle
que

N
VNeN : []ladl =5
n=0

(d) En utilisant (c) et I'inégalité log(t) < t— 1, montrer que (P2) est vérifiée.
(3) On suppose (P2) vérifiée.

(a) Pour n € N, on définit b, : D — C par b,(z) = —% ©a, (2) - Montrer
qu’on a
1 — |a,| |ay|
1—b,(2) = 1 ,
(2) l—anz( +anz
et en déduire que si z € D, alors
1 — |ay|
1-0, <2 .
1) <2

(b) Déterminer Z(b,) pour n € N.
(c) Montrer que (P1) est vérifiée en utilisant un produit infini.



