Corrigé succint du DS

Questions de cours.

Tout a été fait en cours et/ou en TD.

Exercice 1. (1) La fonction ¢(z) = %ﬁﬂ est continue sur |0, 1{U]1, o], et
elle se prolonge par continuité en 1 car 1;’5%1) = I&gf(ﬁ X #1 tend vers 1/2

quand z — 1. Donc ¢ (prolongée en 1) est intégrable sur tout intervalle
compact [a,b] C]0,00[. On a ¢(x) ~ —z*log(x) au voisinage de 0, donc ¢
est intégrable au voisinage de 0 car v > —1; et ¢(z) ~ 12Z en +o0, donc ¢
est intégrable a U'infini car 2 — o > 1. Au total, ¢ est intégrable sur |0, co| et
1, est bien définie.
(2) (a) Comme Pargument est pris dans |—7/2, 37/2[, on alog(—1) = log(e'™) =
im et (=1)% = (e"™)® = e, En écrivant

2%log(2)
f@) = ——F~""7"
(z—=1)(z2+1)
on voit que
: —1+ee™)*log(—1 + ee™)
L1 ety = & L
(=1t gett (eeit — 2) ’
i i (=D%log(=1) _ _ ir Lima
dJ(:nc ee f(—1+ee”) tend vers ——=F— = —Z ™ quand ¢ tend vers
0r.

(b) On trouve de méme lim._gee f(1 + ee') = % —0.

(c) La fonction z + 2 log(z) est continue sur le compact K = D(—1,1/2)U
D(1,1/2), donc elle y est bornée. On a ainsi une constante M telle que
|2*log(z)] < M sur K. Comme 1+ ce' et —1 + e’ sont dans K si
e < 1/2, on en déduit

. M
|f(—=14ee®)] < et (eeit — 2)]
< M
~ e(2—¢)
2M
3

(car 2 — e > 3/2) et de méme pour |f(1 + ee®)|.

(d) On a f%i f(z)dz =i [ ee™ f(£1 + ee™)dt. Tout a été fait pour qu’on
puisse appliquer les questions précédentes et le théoreme de convergence
dominée : écrire les détails!



(3) (a) Pour l'inégalité, 11 suffit d’écrire les choses soigneusement :
iy, & ([log(e) + it
]f(ge )‘ - |€262it—1’
(| log(e)| + [¢])
= 1 — [e2e2it]
e?(|log(e)| + )
- 1—¢e?

On en déduit

A S

/7r f(ee't)ice™ dt

0

[ eeselen
0

- 1—¢€?
me**(] log(e)| + )
B 1—e2 .
Comme a+1 > 0, on alim._oe**' log(e) = 0, donc [ f(2)dz tend vers

0 avec e.
(b) On trouve de méme limp_ fm f(2)dz = 0 en utilisant la majoration

_ =(|log(R)| + )

R it
(R < B

et le fait que 1;);1_(_1? tend vers 0 car 1 — a > 1.
(4) Faire le dessin soigneusement.

(5) On a

L (=a)leg(-a)
f( ) (_I)Q 1

(xe'™)*log(we'™)
x2—1
e x®(log(z) + im)
2 —1 ’

d’ou le résultat.

(6) Pour 0 < e < 1/2 < 1 < R, la fonction f est holomorphe au voisinage de
K. r. D’apres le théoréme de Cauchy, on a donc |, oK. 1 f(2)dz = 0, autrement
dit ’

_ l1—¢e

/_1ef(m)dx—/% f(z)dz + _1;f($)dl’—/%f(z)dz+ 8 f(z)dw

R

_A:f(z)dz+ :Ef(x)der[mf(z)dZ _0.



D’autre part, d’apres (5) on a

/_ Ct@det [ f@yde = [ fea)de+t [ f(-a)as

R —1+e 5 +e
) 1—¢ R )
= ™ (/ f(z)dx + f(x) dx) + e A, R,
€ 1+e

pour un certain A, g € R qu’il est inutile d’écrire explicitement. L’identité
précédente s’écrit donc

R
(14 €™ (/ f(z)dz + f(z )dx) +ie'™ A, g

1+e

/f dz—/f dz—/f 0.

Compte tenu de toutes les questions précédentes, on en déduit, en faisant
tendre € vers 0 et R vers 400, que A, p admet une limite A € R et qu’on a

7T2

(1+e™) I, +ie™A — 5 e = 0.

(7) En faisant ce qui est demandé, on trouve
2
i , T
(6 zwa+1)Ia+ZA: 7
Comme A et I, sont réels, on en déduit la valeur de I, en regardant la partie
réelle des deux membres, ce qui donne

2

I - 7r
“ 7 2(1 4 cos(ra))
Exercice 2. (1) Comme la série > ¢, est convergente, la suite (c,) tend vers 0

et est donc bornée. Donc le rayon de convergence de la série entiere > ¢, 2"
est au moins égal a 1.

(2) Cela ressemble beaucoup a la preuve du théoreme de Cesaro ou a certains ex-
ercices faits en TD (24 et 25, Feuille 1). En ce sens c’est presque une question
de cours. Il faut impérativement savoir faire ce genre de démonstrations.

Comme la suite (a,,) est bornée (elle tend vers 0) et comme la série > g,(2)
est absolument convergente, la série > a,g,(z) est absolument convergente
(et donc convergente) pour tout z € S.



Soit ¢ > 0. Comme a, — 0, on peut trouver Ny tel que |a,| < e pour
n > Ny. On a alors

00 No
S 0gn(2)| < D angala)| + 3 elgal2)]
n=1 n=1 n>No
No
< Z|angn(z)|+05
n=1

pour tout z € S. Comme g,(z) — 0 quand z — 1 pour tout n, la somme finie
a(z) = SN a9, (2) tend vers 0 quand z — 1. On peut donc trouver § > 0
tel que |a(z)| < e pour |z — 1] < d, et on a ainsi

o0

Z AnGn(2)

n=1

<e+Ce=(C+1)e

pour tout z € S vérifiant |z — 1] < §. Comme ¢ est arbitraire, cela montre
que Y 1" angn(z) tend vers 0 quand z — 1.
(3) On a ¢, = R, — Ry, 41, et donc

chz” = Z(Rn—RnH)z”
n=0 n=0

[ 9
n n—1
= E R,z —E R,z
n=0 n=1

= Ry+ ZRn(z” — 2",

n=1

ce qui est le résultat demandé.
(4) Comme la série > ¢, converge, le “reste” R,, tend vers 0 quand n — oo.
(5) (a) Faire le dessin!
(b) Ona[2"—2"7 =[]z — 1] < Co |2["7H (1= [2]) = Ca ([2"" = |2]"),
et donc

[e%S) [e'S)
Sl =2 < Co S = el = C
n=1

car la somme a droite est “télescopique” et |z|" — 0 quand n — oo.
(6) Tout a été fait pour pouvoir appliquer (2) avec a,, = R, et g,(z) = 2™ —2""1.
Vérifier!



5

(7) La série ) ¢, converge car c’est une série alternée dont le terme général
décroit vers 0. Pour z € D, on a (cf cours)

Z (_i)n = —log(1+ 2),

n=1

ou log est la détermination principale du logarithme. En appliquant (6) avec
a =0 (donc S, = [0, 1]), on obtient

ch = — lim log(1+2) = —log2.
n=0

r—1—

(8) C’était hors-baréme. Le faire en exercice.



