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Questions de cours.

(1) Calculer l’intégrale I =

∫ 1

0

x2 + 2x + 3

(x + 1)(x2 + 1)
dx.

(2) Déterminer les primitives de la fonction f(x) = (x + 2) e3x.

(3) Calculer l’intégrale J =
∫ 1

0
x
√

1− x4 dx en posant x =
√

sin t et en utilisant

l’identité cos2 t = 1+cos(2t)
2
·

Exercice 1. Le but de l’exercice est de calculer l’intégrale I =

∫ ∞
0

(
sin x

x

)2

dx.

(1) Soit y > 0 fixé.
(a) En remarquant que |e2ix| = 1, montrer que la fonction x 7→ e(2i−y)x est

intégrable sur ]0,∞[. Montrer ensuite que e(2i−y)X tend vers 0 quand
X → +∞, puis calculer l’intégrale

∫∞
0

e(2i−y)x dx.
(b) Déduire de (a) qu’on a∫ ∞

0

cos(2x) e−xy dx = Re

(
1

y − 2i

)
=

y

y2 + 4
·

(c) En utilisant l’identité sin2 x = 1−cos(2x)
2

, déduire de (b) qu’on a∫ ∞
0

sin2 x e−xy dx =
2

y(y2 + 4)
·

(2) Soit f : ]0,∞[×]0,∞[→ R+ la fonction définie par f(x, y) = y sin2 x e−xy. En
utilisant (1c), calculer l’intégrale double

J =

∫ ∞
0

(∫ ∞
0

f(x, y) dx

)
dy .

(3) Calculer I en utilisant (2) et le théorème de Fubini.
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Exercice 2. Pour x ≥ 0 et n ∈ N, on pose

Rn(x) =

∫ x

0

(x− t)n

n!
et dt ,

où n! = 1× · · · × n si n ≥ 1; et par convention, 0! = 1 et (x− t)0 = 1.

(1) Montrer qu’on a ex = 1 + R0(x).
(2) En intégrant par parties, établir la relation

Rn(x) =
xn+1

(n + 1)!
+ Rn+1(x) .

(3) Déduire de (1) et (2) que pour tout x ≥ 0 et pour tout n ∈ N, on a

ex =
n∑

k=0

xk

k!
+ Rn(x) .

(4) Établir l’inégalité

|Rn(x)| ≤ ex × xn+1

(n + 1)!
·

(5) Montrer que pour tout x ≥ 0, on a

ex =
∞∑

k=0

xk

k!
·


