CDiff1

Corrigé succint de ’examen

Questions de cours.

(1) (a) Comme B est bilinéaire continue, on a une constante C' < oo telle que

|B(u,v)| < Cllul||v]| pour tous u,v € E. On en déduit |f,(x)] <
C'||z||** pour tout x € E, et donc f,(x) = o(]|z|]) au voisinage de 0
si 2a > 1, 1e. a > 1/2. D’ou le résultat.

(b) Pour tout ¢ € R, on a fi o(0+te) = | Bte, te)|/2 = (2| B(e, e)|)"* = alt|,
ou a = |B(e,e)| # 0. Comme la fonction ¢ — || n’est pas dérivable en
0, on en déduit que f;/, n’est pas dérivable en 0 dans la direction de e.

(2) Sion pose y(t) =tz et ¢(t) = f(tx) = f(7(1)), alors @' () = Df(v(t))7'(t) =

Df(tx)x =377, 0;f(tz) x;.

(3) Par composition, la fonction f est de classe C* sur R?\ {(0,0)} et il est facile

de calculer (sans se presser pour ne pas se tromper) ses dérivées partielles en
tout point (z,y) # (0,0). D’autre part, on vérifie directement (en revenant a
la définition d’une dérivée partielle) que les dérivées partielles de f en (0,0)
existent et valent toutes les deux 0. Pour conclure, il faut alors montrer que
g£ (x,y) et af ~(x,y) (que I'on a su calculer pour (z,y) # (0,0)) tendent vers 0
quand (z, y) ‘tend vers (0,0); par exemple en passant en coordonnées polaires.

Ce genre d’exercices a été fait plusieurs fois en TD.

II faut montrer que la série converge en tout point (z,y), puis il suffit de
vérifier que les séries des dérivées partielles convergent normalement sur R2.
On a fait le méme exercice en TD.

La formule de Taylor (& I'ordre 2) entre 0 et h s’écrit

0= 50)+ DO+ [ (1= D2 at
0
autrement dit

s =10 = [[a-n3 5

(th) hshy dt .

On a donc

(0 - \<M2|h|\h\/1—t 5 Il in.

2,7=1 i,7=1



ce qui est I'inégalité demandée.

(6) I1 y avait une erreur dans ’énoncé : la fonction f est un difféomorphisme
local en tout point (x,y) tel que x # 0. Cela se montre en calculant le
déterminant Jacobien J¢(x,y) (on trouve Jy(z,y) = x) et en appliquant le
théoreme d’inversion locale.

(7) (a) La fonction f est de classe C?. Pour montrer qu’elle est convexe, on
calcule la matrice Hessienne et on montre qu’elle est positive (en fait
définie positive) en tout point.

(b) Comme f est convexe par (a), on sait que tout point critique de f va
étre un minimum global pour f. Il faut donc chercher les (x,y) tels que
les deux dérivées partielles de f s’annulent en (x,y). On trouve une
seule solution (g, yo) (qu'il faut expliciter), et le minimum de f est alors
f(xo,y0) (qu’il faut calculer).

Exercice 1. (1) Soit z € Z fixé. Comme f et g sont différentiable en x, on peut
éerire f(z +h) = f(z) + Df(x)h + Ri(h) et g(z) = g(x) + Dg(x)h + Ra(h),
ou Ri(h) = o(||h||) et Ra(h) = o(||h]|) au voisinage de 0. On a donc

fote+h) = (f(z) + Df(x)h+ Ri(h)) (9(x) + Dg(x)h + Ra(h))
= fy9(x)+ (Df(@)h)g(x) + f(x)(Dg(x)h) + R(h),

ou R(h) = f(x)Ra(h) + Ri(h)g(x) + (D f(x)h)(Dg(x)h) + (D f(x)h)Ra(h) +
By (h)(Dg(x)h) + Ry (h)Ry(h).

On a [[R(W)|| < [f(@)[[ | B2(B)]| + [ R (W] llg ()|l + |D f ()] [ Dg ()| [| 2] +
D @) A [[Re(P) I+ By () Dg () [ Al]+ | Ra ()| ([ B2 (A, done R(h) =
o(||h||) quand h — 0. De plus, l'application linéaire L : Z — L(FE) définie
par L(h) = (Df(x)h)g(x) + f(z)(Dg(z)h) est continue car

L) < (||f(ff)|| [1Dg (@) + 1D f ()] Hg(x)H) 1Al = C Al

pour tout h € Z. Par conséquent, fg est différentiable en x et D(fg)(x) = L.
(2) (a) Lerésultat est évident pour k = 0 et k = 1. Pour k = 1, la formule s’écrit
Dp(X)H = H. Si le résultat est démontré pour k, alors, en écrivant
Pr+1 = P1pk et en utilisant (1), on voit que pgyq est différentiable en tout
point X € L(E), avec



Dpii(X)H = Dpi(X)H + pi(X)Dpp(X)H
k—1
= H+X) XIHX''
=0
k—1
- H+ ZXJ+1HXk—(j+1)

§=0
k
- Z XIg Xk,
§=0

C’est bien la formule souhaitée au rang k + 1.
(b) D’apres (2), on a

k—1
IDpe(XO)H| < Y IXIPIHI X = k(1 X]1*H|H|
j=0

pour tout H € L(E), et donc || Dp(X)|| < k|| X||F~L.

(3) D’apres 'inégalité des accroissements finis, on peut trouver un X € [A, B]
tel que | B* — A¥| < | Dpe(X)| | B — A. De plus, on a Dpi(X) < k | X[+
d’apres (3), et | X|| < max(||A]], ||B]|) puisque X € [A, B]; d’ou le résultat.

(4) (a) Il s’agit de montrer que la série > ¢, X* converge dans £(F). Comme

L(E) est de dimension finie par hypothese,il suffit de vérifier que la série
numérique Y || X*¥|| est convergente; et ceci est clair puisque ||cx X*|| <
lex| || X]|* et la série entiere Y cxa® converge absolument en tout point
de l'intervalle | — R, R].

(b) On a

o0

> (B — AF)

k=1

< Y elBt -4
k=1

le(B) — (Al =

< Y art|B- A
k=1
= S)IB-Al,

ou on a utilisé le fait que les ¢, sont positifs a la deuxieme ligne, et (3)
a la ligne suivante.
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Exercice 2. (1) (a) On a

27 2
D (p)es d = /

0

QD‘QD
)

ox

car fozw cosfdf = 0 = fozw sinfdf. D’autre part, D*f(p)(eq,e0) =
g L (p) % cos 20+254- a f - (p) xcos Osin 9+giy];(p) xsin? § pour tout @ € [0, 27].
Comme fo cos? 0 d@ =7 = f027r sin? § dfl (exercice!) et f027r sinf cos 6 df =

% 027r sin(260) df = 0, on en déduit

0

( L (o) x cos 0+ 2L )xsme)de:o

[ Dt == (5 100+ SL0) = asi)

(b) Comme f est de classe C?, elle admet un développement limité  I'ordre
2: ona f(p+h) = f(p) + Df(p)h + 3D°f(p)(h,h) + [|h]*e(h) au
voisinage de 0, ou €(h) — 0 quand h — 0. Avec h = rey, cela s’écrit
f(p+reg) = f(p)+rDf(p)eo+ 5 D*f(p)(eq, e9) +r%(rep) . En intégrant
par rapport a # et en utilisant ( ), on en déduit

/ ot rea)dd = 2m [ (p) + T2 Af(p) + ralr).

ou a(r fo (reg) df tend vers 0 quand r — 0, car £(reg) tend vers 0
umformement par rapport a 6 € [0,27]. D’ou le résultat.
(2) Si (H2) est vérifiée, alors on obtient immédiatement Af(p) = 0 pour tout
p € R? en divisant par 72 et en faisant tendre 7 vers 0 dans (1b).
(3) Soit & nouveau p = (a,b) € R? fixé, et soit ¢ : R — R la fonction définie par
2T

p(r) = i f(p+reg) db.

(a) On peut dériver sous l'intégrale (exercice : le justifier proprement), ce

. 2 2m H2
qui donne ¢'(r) = [;7 2E(r, 0) df et " (r) = [ L5 (r,0) db.
(b) C’est un calcul assez long mais “sans astuce” utilisant uniquement la
formule pour les dérivées partielles d’'une fonction composée.
(c¢) En intégrant la formule trouvée en (b) par rapport a € et en utilisant

(a), on obtient

2T oG
. o0
De plus, on a fzw % (r 0)d) = [G(r,0))5=2" = 0 car G(r,0) est 27-

périodique par rapport a #, ce qui donne le résultat souhaité puisque
¢'(r) +r¢"(r) = (e (r)).

Gr)+re"(r)— | —=(r,0)dd=r /0 ﬂAf(p—l—reg) do.
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(4) Supposons (H1) vérifiée, et fixons p € R% Avec les notations de (3), on a
4 (r¢/(r)) = 0 d’apres (3c). Donc la fonction r +— r¢/(r) est constante sur
R, et donc identiquement nulle puisqu’elle vaut 0 pour » = 0. On en déduit
¢'(r) = 0 pour tout r # 0, et donc ¢ est constante sur ]0, co[. Comme ¢ est
continue en 0, elle est donc en fait constante sur [0, c0[. Autrement dit, on
a fo (p+ req) df = f(p +0)df = 27 f(p) pour tout r > 0. Clest la
condition (H2).



