CDiff1

Corrigé succint du DS

Questions de cours.

(1) Pour tout k& € N, on a [[czA¥|| < CRF||A¥|| < CRF||A|*F = C(R|A|)".
Comme R|A]| < 1,lasérie > ||cx A¥|| est donc convergente, et par conséquent
la série >_ ¢, A* converge dans M, (R).

(2) D’apres le “théoreme fondamental de I’analyse”, on a ¢ (b)—¢(a) = [ ¢/(t) dt,
et donc

b
o) = el < [ e wla
< [ g®it=g0t) - gla).

(3) Les composantes de f(x,y, z) possedent des dérivées partielles continues dans
louvert Q = {(z,9,2) € R3 y > 22}, donc f est de classe C* sur Q. Pour
écrire la matrice Jacobienne, ne pas se tromper entre les lignes et les colonnes.

(4) Posons 7(t) = th. D’apres le théoreme des fonctions composées, on a ¢'(t) =
Df(y(t)y(t) = Df(th)h, autrement dit
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Exercice 1. (1) Pour tout z > 0, ona f(z, ) = (222)22% = log(22?).
Si a+ 3 < 2, cette expression ne tend pas vers 0 quand x — 07 et donc f n’est
pas continue en (0,0). Inversement, si on pose h = (z,y), on a |z| < ||ul,
lyl < Jlull et 2* + y* = [Jul|*; donc

[f(R)] < [[RlI*F7=* Jog([IR]|*) = 2[|A]|*+~* log([[Al])

ce qui prouve que f(h) tend vers 0 quand h tend vers 0 si o+ 3 > 2, puisque
“les puissances ’emportent sur les logarithmes”.
(2) Ona f(z,0) =0 = f(0,0) pour tout x # 0, donc af(O 0) = lim, o %:g(o,o)
existe et vaut 0. De méme, 2—5(0, 0)=0.
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(3) D’apres (2), le seul candidat possible pour D f(0,0) est L = 0. Il s’agit donc
de voir si on a f(h) = o(]|h||) quand h tend vers 0, autrement dit (puisque
Iz, y)]| = (z* +y?)"/?) sion a

|z|*[y)” log(a? + ?)
@y—00) (2% +y?)3/?

—0-

En raisonnant exactement comme dans (1), on trouve que cela est vrai si et
seulement si o + (3 > 3.

Exercice 2. Soit £ = C(|0, 1]) 'espace des fonctions continues sur [0, 1], muni de la
norme || ||oo-

(1) Si w,v € E alors |u(t)v(t)] < ||u)leo ||v]|e pour tout ¢ € [0,1] et donc
|B(u,v)]| = [[uv|loo < [Ju]|oo [|V|lo- D’apres le critere de continuité pour
les applications bilinéaires, on en déduit que B est continue.

(2) (a) Soit p € E fixée. Pour tout h € E, on a (p+h)? = p* + 3p>h + 3ph® + h3,

autrement dit

fp+h) = f(p)+3p°h + R(h),

avec R(h) = 3ph? + h3. L’application L : E — E définie par L(h) =
3p?h est linéaire continue car L(h) = B(3p? h). D’autre part, on a
IR(M)llse < 3llpllo IRlI5 + [1Al% et done R(h) = O(||A[*) = o[|R])
quand h — 0. Cela montre que f est différentiable en tout point p € F,
avec D f(p)h = 3p*h.

(b) Si u,v € E alors
I(Df(v) = Df(w)hlloc = [13(v* = u?)hl|oc < 3|t = w?[loc 2]l
pour tout h € F, et donc
IDf(v) = Df ()]l eem) < 3[v* — w?|loe = |1 B(v,v) — B(u, )| oo

Comme ’application x — B(x, x) est continue par (1), on en déduit que
Df est continue de F dans £(F). Autrement dit, f est de classe C'.
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Exercice 3. (1) (a) Enposant z = x(u,v) = y=y(u,v
il s’agit d’exprimer (u, v) en fonction de (z, y), donc d’inverser un systeme
linéaire 2-2. On trouve (u,v) = (ax + by, —bx + ay), et donc f(z,y) =
g(ax + by, —bx + ay).

(b) Comme g(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)), on applique la formule pour les
dérivées partielles de fonctions composées. En abrégé :
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ce qui donne

w) =5 (50 +050) (el o)y,

(2) Soit f une solution de (E), et soit g(u,v) la fonction associée donnée par
(1). D’apres (1b), on a g = 0, donc g(u,v) ne dépend pas de u. On peut
donc écrire g(u,v) = ¢(v ) pour une certaine fonction ¢ : R — R, et donc
f(x,y) = o(=bx + ay). La fonction ¢ est dérivable sur R car ¢(v) = g(0,v).

Inversement, on vérifie en calculant les dérivées partielles (calcul qu’il faut
faire) quune fonction de la forme f(z,y) = ¢(—bx + ay) est bien solution de

(E).

Exercice 4. (1) (a) En dérivant (%) par rapport & s, on obtient
P'(s+1t) =D (s)P(t) .

En prenant s = 0, on en déduit '(t) = AD(t), avec A = &'(0).

(b) La fonction W est dérivable sur R et d’apres la formule pour la dérivée
d’un produit, on a
U (t) = —Ae P(t) + e (t) = —Ae™D(t) + e AD(L) .
Comme Ae™*4 = e7* A on a donc ¥'(t) = 0, donc ¥ est constante
sur R. Comme ¥(0) = ¢ °®(0) = I, on a ¥(t) = I pour tout ¢t € R,
autrement dit ®(t) = e'4.

(2) (a) Comme @ est continue, la fonction x — M(x) = [ ®(s)ds est une
primitive de ®. De plus, on a M(0) = 0. Donc }(Lh) = (})L éw( tend
vers M'(0) = ®(0) quand h — 0, autrement dit limy_ @ =1.

(b) Comme det(/) = 1 et que la fonction dterminant est continue sur M, (R),
le déterminant de M (h)/h tend vers 1 quand h — 0. On peut donc
certainement trouver § > 0 tel que det(M(§)/d) > 0. Alors M(9)/) est
inversible, donc M (J) aussi.

(c) En posant u = s + ¢, on obtient f u)du = fo (s +t)ds =

f06 O(s)®(t) ds. Comme P(t) ne depend pas de s, on peut le sortir de

l'intégrale, ce qui donne ft+5 u) du = <f05 P(s) ds) O(t) = M(5)D(t).
(d) D’apres le théoreme fondamental de I’analyse, la fonction F' définie par
F@) = [ow)du = [ ®(u)du — J3 ®(u)du est de classe C' sur

R (avec ﬁ”(t) = Ot + 55) — ®(t)). Comme M (0) est inversible, on a
O(t) = M(6)"'F(t) d’apres (c), et par conséquent ® est de classe C.

(e) Maintenant qu’on sait que ® est C', on peut appliquer (1b) pour conclure
que ®(t) est de la forme e'4.



