M1 Analyse fonctionnelle

Feuille d’exercices n° 7
(mesures, dualité des LP)

Exercices “de cours”

Exercice 1. Soit p une mesure complexe sur un espace mesurable (2, 2). Montrer
que si (A,)nen est une suite croissante d’ensembles mesurables et si on pose A =
U,en Ans alors (g Ax) tend vers p(A) quand n — oo. Quel est le résultat
correspondant pour une suite décroissante (A,)?

Exercice 2. Soit ;1 une mesure complexe sur un espace mesurable (2, 21).

(1) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) p est positive;
(i) Jlell = p(€2).

(2) On suppose que 2 est un espace métrique compact et que 2 est la tribu
borélienne. On veut montrer que u est positive si et seulement si la propriété
suivant est vérifiée :

(iii) [, ¢ dp > 0 pour toute fonction positive ¢ € C(£).
(a) On suppose que (iii) est vérifiée. Montrer qu'on a [, fdu € R pour toute
fonction réelle f € C(f2), et en déduire que pour toute fonction f € C(€2),
il existe une constante w de module 1 telle que | [, fdu| = [;, Re(w f)dp.
(b) Montrer que si (iii) est vérifiée, alors | [, fdu| < || f|loc X 1(2) pour toute
fonction f € C(Q2).
(c) Conclure.

Exercice 3. Soit u la mesure de Lebesgue sur R, et soit v la mesure de décompte.

(1) Montrer que p est absolument continue par rapport a v.
(2) Peut-on trouver une fonction mesurable f telle que p = f - v?

Exercice 4. Soit 2 un ensemble a 2 éléments, Q2 = {a, b}.
(1) Montrer qu’on définit une mesure (positive) sur (€2, P(£2)) en posant () = 0,
p(fa}) =1, et p({b}) = p(2) = oo.
(2) Montrer qu’une fonction f : Q — C est dans L' () si et seulement si f(b) = 0;
et que toute fonction f: Q — C est dans L>(pu).
(3) Est-il vrai que que le dual de L'(u) est isomorphe & L>(u)?
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Exercice 5. Soit (€2, 1) un espace mesuré, avec u sigma-finie, et soit p € [1,00[. On
note ¢ I'exposant conjugué de p.
(1) Soit f une fonction mesurable positive sur €2. On suppose que f & LP(u).
(a) Soit C' €]0,00[. Montrer qu'il existe un ensemble mesurable A C 2 tel
que pu(A) < oo et [, fPdu > C.
(b) Montrer que pour tout C' > 0, il existe une fonction positive g € L(u)
telle que [|lgllg < 1et [, fgdu > C.
(2) Montrer que pour toute fonction mesurable positive f sur {2, on a

| fll, = sup {/fgdu; g>0,9¢€ L p), gl < 1} :

(3) Montrer que ce résultat est encore vrai pour p = oc.

Exercice 6. (inégalité de Minkowski généralisée)
Soit (X, u) et (Y,v) deux espaces mesurés o- ﬁnis et soit p € [1,00[. Montrer que
pour toute fonction mesurable f: X x Y — [0, 00|, on a

(/X ny(:r,y)dV(y)rdu( ) /(/fxypdu )) pd,,(y),

(Utiliser ’exercice 5)).

Exercice 7. Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit T" € B(X,Y’). Montrer
que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est surjectif;

(ii) il existe une constante ¢ > 0 telle que Yy* € Y* = [|T*(y")|| > c||ly*|];

(Voir la Feuille 5!7).

Exercices “courts”

Exercice 8. Soit (p,)nen une suite de mesures complexes sur un espace mesurable
(©2,20). On suppose qu’on a » o |p,|(©2) < co. Montrer qu’on définit une mesure
complexe sur (©,2A) en posant p(A) = > pn(A).

Exercice 9. Soit (p,)nen une suite de mesures complexes sur un espace mesurable
(Q,2(). Montrer qu’il existe une mesure positive finie p sur (£2,2) telle que toutes
les i, sont absolument continues par rapport a pu.

Exercice 10. Soient p; et s deux mesures positives finies sur un espace mesurable
(€2, 20).
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(1) On suppose qu’il existe une suite de fonctions mesurables (f,),en telle que
0< fo<let [, fudiy+ [o(1— fu)dps < 27" pour tout n € N. Montrer que
p et pg sont étrangeres. (Poser A = {t € Q; Y ° fu(t) = oo}, et montrer
que 11 (A) =0 = pz(2\ A)).

(2) On note B I’ensemble des fonctions mesurables f : 2 — R vérifiant 0 < f < 1.
Montrer que u1 et s sont étrangeres si et seulement si

}gg(/gfdﬂ1+/9(1—f)dﬂz) =0.

(3) On suppose que 2 est un espace métrique compact et que 2 est la tribu
borélienne. Montrer que dans (2), on peut remplacer B par BN C(£2).

Exercice 11. (mesures de Rajchman)
Si p est une mesure complexe sur T, on définit ses coefficients de Fourier par ji(n) =
fT z7"dp(z). On dit que p est une mesure de Rajchman si on a lim,, 1 i1(n) = 0.

(1) Montrer que si m est une mesure positive finie sur T, alors les polynomes
trigonométriques sont denses dans L*(m).
(2) Déduire de (1) que si m est une mesure de Rajchman positive, alors toute
mesure complexe absolument continue par rapport a m est de Rajchman.
(3) Soit u une mesure complexe sur T. On suppose qu'on a lim,,_, . fi(n) = 0.
(a) Montrer que pour toute fonction ¢ € L'(|u]), on a lim,,_ o @p(n) = 0.
(Commencer par le cas ot ¢ est un polynome trigonométrique). En

déduire que |pu|(n) — 0 quand n — +o0.
(b) Montrer que p est de Rajchman.

Exercice 12. (opérateurs commutant avec les translations)
Dans tout Iexercice, on note Cy(R) I'espace des fonctions continues bornées sur R,
muni de la norme || - ||». Pour @ € R et toute fonction f : R — C, on note 7, f
la fonction définie par 7, f(z) = f(x — «). Soit p € [1,00[. On dit qu'un opérateur
borné T' = LP(R) — Cy(R) commute avec les translations si on a 71, = 7,7
pour tout o € R.
(1) Soit ¢ € LI(R), ou ¢ est I'exposant conjugué de p. Montrer que I'opérateur
T, : LP(R) — Cp(R) défini par T,,(f) = ¢ * f commute avec les translations.
(2) Soit T': LP(R) — Cp(R) un opérateur commutant avec les translations.
(a) Montrer qu’il existe une fonction ¢ € LI(R) telle que

Vi TH0) = /R F()o(—y) dy.

(b) Montrer que T' = T,,.
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Exercice 13. (convolution L'-LP)

Soit ¢ une fonction positive intégrable sur R, et soit p €]1,00[. Montrer que si f
est une fonction positive dans LP(R), alors ¢ * f € LP(R) et ||f * ¢, < el | f]l,-
(Utiliser ’exercice 6).

Exercice 14. Soit I un intervalle compact de R. Pour a € C\ I, on note ¢, € C(I)

la fonction t — .
a—t

(1) Soit p une mesure complexe sur I. Montrer que si |a| est assez grand, on
peut écrire [, o dp = Y7 ¢,a”™, ol les coefficients ¢, sont indépendants
de a et a déterminer.

(2) Montrer que l'espace vectoriel engendré par les fonctions ¢,, a € C\ I est

dense dans C(I).

Exercice 15. Soit ;1 une mesure positive sur R. On suppose qu’il existe une con-
stante a > 0 telle que [, e*!ldpu(t) < co. Soit également p € [1, col.

(1) Montrer que LP(u) contient toutes les fonctions polynomiales.
(2) Soit g €]1,00]. Montrer que si f € L(u), alors la formule

F(z) = A e f(t) dul(t)

définit une fonction holomorphe dans la bande {|Re(z)| < a/p}, et donner

Iexpression de F(™(0) pour tout n € N.
(3) Soit ¢ une mesure complexe sur R. Montrer que pour toute fonction ¢ €

L*(R), on a

| #@)dote) = [ ptwsar,
R R

ol on a posé o (t) = [, e > do(x). En déduire que si ¢ = 0, alors o = 0.

(4) Montrer que les fonctions polynomiales sont denses dans LP(p).

Exercice 16. Pour « € R, on définit f, :]0,1[— R par f,(t) = t~*. D’autre part,
on fixe p € [1,00[, et on note ¢ 'exposant conjugué.

(1) Pour quelles valeurs de « la fonction f, appartient-elle a L*(]0, 1])?
(2) Soit g € L1(]0, 1]).
(a) Montrer que la formule G(z) = fol g(t)t*dt définit une fonction holo-
morphe dans le demi-plan {Re(z) < 1/p}.
(b) Montrer que si G = 0, alors g = 0. (Prendre z imaginaire pur et poser
t=e").
(3) Montrer que Vect{ f,; a < 1/p} est dense dans L”(]0, 1]).
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Exercice 17. Soit («y,) une suite strictement croissante de réels positifs admettant
une limite finie, avec ap = 0. En adaptant la démarche de l'exercice précédent,
montrer que ’espace vectoriel engendré par les fonctions t +— t“* est dense dans

C([0,1])

Exercice 18. (densité des fonctions en escaliers)
(1) Soit ¢ € [1,00] et soit f € LP(R). On pose F(t) = fot f(s)ds, et pour € > 0,
on définit une fonction A, : R — C par
F(t+e)— F(t)

A(t) = -

(a) Montrer qu'on a A, = p. x f, ou p. = %1[_870}.
(b) En déduire que A, tend vers f en norme L? quand ¢ — 0.

(2) Que peut-on dire d'une fonction f € LY(R) vérifiant [, f(t)dt = 0 pour tout
intervalle borné I C R?

(3) Montrer que les fonctions en escalier sont denses dans LP(R) pour tout p €
1, 00l

Exercice 19. (théoreme d’extension de Tietze)
Soit K un espace métrique compact, et soit £ un fermé de K. Le but de I'exercice
est de montrer que toute fonction continue ¢ : E — C possede un prolongement
continu défini sur K tout entier.
(1) On note R : C(K) — C(E) l'opérateur de restriction, défini par R(f) = fg.
Identifier I'opérateur adjoint R* : M(E) — M(K).
(2) Démontrer le résultat souhaité en utilisant I’exercice 7.

Exercices “pas courts”

Exercice 20. (décomposition de Hahn)
Dans tout l'exercice, p est une mesure réelle (a priori non positive) sur un espace
mesurable (©,20).
(1) On pose ¢ = sup{u(A); A € A}.
(a) Montrer que VA, A" € A : (AU A") > u(A) + pu(A) —c.
(b) On choisit une suite (A,) C A telle que p(A,) > ¢—27" pour tout n € N.
Déduire de (a) et de I'exercice 1 qu’on a

VneN : ,u(UAk) >c—2"".

k>n

(c) Montrer qu’il existe un ensemble AT € A tel que u(A™) = c.



(2) Montrer que pour tout B € 2, on a u(ATNB) > 0et u(A~NB) <0, ot on
aposé A= =Q\ AT,

(3) Déduire de ce qui précede qu’on peut décomposer u sous la forme p = p*—p~,
ou put et pu~ sont deux mesures positives (finies) et ™ L .

(4) Redémontrer ce résultat en utilisant le théoreme de Radon-Nikodym.

(5) Montrer qu’une telle décomposition est unique.

Exercice 21. (une preuve de Radon-Nikodym)

Dans cet exercice, on donne une démonstration du théoreme de Radon-Nikodym
pour des mesures positives finies, différente de celle vue en cours. Soient donc p et v
deux mesures positives finies sur un espace mesurable (Q2,2(), avec u << v. On veut
montrer qu’il existe une fonction mesurable f > 0 telle que u = f - v.

(1) Soit A une mesure positive finie sur (£2,2), avec A # 0 et A << v.
(a) Montrer qu’il existe € > 0 tel que la mesure réelle A\. = A\ — ev n’est pas
négative.
(b) En déduire qu’il existe une ensemble A. € A tel que v(A.) > 0 et
VA C A: : MA) > ev(A). (Utiliser exercice 20).
(c) Montrer qu’il existe une fonction mesurable ¢ > 0 telle que [, ¢dv > 0

et p-v <A
(2) On note C la famille de toutes les fonctions mesurables positives g vérifiant
g-v=p

(a) Montrer que si g1, g2 € C, alors g = sup(g1, go) appartient a C. (Poser
A={{z € Q; q1(x) > go2(x)} et remarquer qu'on a f-v = 191 - v +
L\ayg2 - V).

(b) En déduire que si (g, )nen est une suite d’éléments de C, alors la fonction
G = sup,, g, apartient a C.

(¢) On pose ¢ = sup{fﬂgdu; g€ C}. Montrer qu’il existe une fonction
feC telle que [, fdv=c

(3) Démontrer le résultat souhaité. (Prendre la fonction f de (2) et appliquer

(1) a X=pu— f-v).

Exercice 22. (critere de Wiener)
Soit 1 une mesure complexe sur le cercle T. On définit ses coefficients de Fourier
fi(n) par
fitn) = [ ¢ (o).
T

(1) Montrer que 'ensemble A = {a € T; u({a}) # 0} est dénombrable.

1
(2) Montrer quon a ey u({a})? = 4@ (A, 01t A = {(C,6) € TXT; = £}
(3) Pour (¢,§) € T x T, déterminer lim,, ., ﬁ SRR



(4) Montrer qu’on a

> ln{ap)P nm2+1z‘“

a€eT k=—n

(5) Donner une condition nécessaire et suffisante simple pour que p soit con-
tinue, i.e. u({a}) =0 pour tout a € T.

Exercice 23. Soit ' : R — R. Le but de I'exercice est de montrer 1’équivalence des
deux propriétés suivantes.

(i) F est lipschitzienne.

(ii) II existe une fonction f € L>*(R) telle que

VeeR : F(z /f

(1) Démontrer 'implication “facile”.
(2) On suppose que F' est lipschitzienne.
(a) Montrer que si ¢ : R — R est une fonction de classe C' & support
compact, alors

/RF(JC)SO/(x) dr = — lim/]R Flat h]i — Flo) p(z)dr.

h—0

(b) En déduire qu'il existe une constante C' telle que

[Fep@ar <c [lew)d.

(¢) Montrer qu’il existe une fonction f € L>*(R) telle que

Vo € D'(R) - /F( 2)de = — /f

(3) Démontrer le résultat suivant : si u et v sont deux fonctions continues sur
R telles que [,ug’ = [ vy pour toute fonction ¢ € D'(R), alors u — v
est constante. (Commencer par montrer qu’une fonction ¥ € D'(R) est la
dérivée d’une fonction ¢ € D'(R) si et seulement si [ = 0.).

(4) Montrer que (i) entraine (ii).

Vo € DY(R)

Exercice 24. (caracteres de L'(R))
Un caractére de L'(R) est une forme linéaire continue ® : L'(R) — C, non nulle,
telle que

Vf,g€ L'(R) : ®(f*g)=2(f)2(g).
(1) Montrer que si £ € R, alors application f — f(€) est un caractere de L'(R),
que 'on note .



(2) Soit ® une forme linéaire continue sur L*(R).

(a) Pourquoi existe-t-il une fonction 3 € L*(R) telle que ®(g) = [, 5(
pour toute f € L'?

(b) Montrer que pour f,g € L', ona ®(fxg) = [ g(s f)ds,oursf(t) =
f{t—s).

(c) En déduire que si f € L', alors ®(f)3(s) = ®(7,f) pour presque tout
s € R.

(d) On suppose que ® est un caractere. Montrer qu’il existe une fonction
continue o : R — C telle que o = 3 presque partout et a(s + ') =
a(s)a(s’) pour tous s, s’ € R.

(3) Montrer que tout caractere de L'(R) est du type ®e.

Exercice 25. Soit K un espace métrique compact. Soient également F un fermé de
K, et £ un sous-espace fermé de C(K). On note £+ I'ensemble des mesures complexes
p sur K vérifiant [, fdp = 0 pour toute f € £, et on suppose qu'on a [u[(E) = 0
pour toute mesure p € £+,
(1) Soit R : &€ — C(E) l'opérateur défini par R(f) = fig. Soit également o une
mesure complexe sur F.
(a) Montrer qu'il existe une mesure complexe v sur K telle que |[v| =
|R*(0)|| et [, fdv = [, fdo pour toute f € &.
(b) Montrer qu’on a v(A) = o(A) pour tout borélien A C E, et en déduire
que [|[R*(o)]| = [lo]-
(2) Montrer que pour toute fonction ¢ € C(E), il existe une fonction f € £ telle
que fig = ¢. (Utiliser lexercice 7).

Exercice 26. Pour p € [1,00], on pose LP = LP([0,2n]). Si f € LP, on note
f(n) les coefficients de Fourier de f. Enfin, pour tout ensemble A C 7Z, on pose
={f e Ll f(n) = 0 pourtoutn ¢ A}. Le but de l'exercice est de montrer
I’équivalence des trois propriétés suivantes (portant sur A) :
(i) L} c L?%
(ii) Tl existe une constante C telle que || f|l2 < C||f]l1 pour toute f € Lj.
(iii) Pour toute suite (a,)nen € F2(A), il existe une fonction g € L™ telle que
g(n) = a, pour tout n € A.

(1) Montrer que (i) et (ii) sont équivalentes.

(2) On suppose que (i) est vérifice. Montrer que si (a,)nen € £*(A), alors la
formule ®(f) = > -x anf(n) a un sens pour toute f € LY et définit une
forme linéaire continue sur L}. En déduire que (iii) est vérifiée.

(3) On suppose que (iii) est vérifiée.

(a) Soit Py I'ensemble des polynémes trigonométriques appartenant a L} .
Montrer que Py est dense dans L}. (Utiliser le théoréme de Fejér).
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(b) En utilisant (iii) et le théoreme de 'application ouverte, montrer qu'’il
existe une constante C' vérifiant la propriété suivante : Pour toute suite
a = (a,) € 2(A) et pour tout P € Py, ona |, a,P(n)| < Cllalew).-

(c) En déduire que si P € Py, alors Y, |P(n)? < C2.

(d) Montrer que (ii) est vérifiée.

Exercice 27. (espérance conditionnelle)
Dans tout I’exercice, on ne considere que des fonctions mesurables a valeurs réelles.
Soit (€2,A,P) un espace de probabilité, et soit B une sous-tribu de 2. On note
LY(2, 8, P) le sous-espace de L'(Q, 2, P) constitué par les (classes d’équivalence de)
fonctions B-mesurables.

(1) Montrer que L'(€, B, P) est un sous-espace fermé de L'(£2,2l,P)

(2) Soit f € LY(Q,A,P). On définit une application vy : B — R en posant

vi(B) = fB f dP pour tout B € B. Montrer que v est une mesure réelle.
(3) Montrer que pour toute f € L*(Q2,2,P), il existe une unique g € L'(Q, B, P)

telle que
VBG%:/fd}P’:/ngP’.
B B

Dans la suite, on notera g = Eg(f), ou simplement Eg f.

(4) Montrer quesi f € L'(Q, 2, P) est positive, alors Eg(f) est également (presque
partout) positive. (Poser B = {t € Q; Exf(t) < 0}). En déduire que pour
toute f € L'(Q,A,P), on a |[Ex(f)| < Ex(]f]) pp-

(5) Montrer que Eg est une projection (linéaire) continue de L'(Q, 2, P) sur
LY(Q,B,P), et qu'on a ||Eg| = 1.

(6) On suppose que la tribu B est engendrée par une partition finie (€2, ..., Qy)
de . Décrire B et les éléments de L'(2,,P), puis donner une formule
explicite pour Eg(f).

(7) Soit (B,,)nen une suite croissante de sous-tribus de B telle que B, := J, oy Bn
engendre 2.

(a) Montrer que si v est une mesure réelle sur (£2,2) telle que v(B) = 0 pour
tout B € B, alors v = 0. En déduire que V = {J, . L'(Q, B, P) est
un sous-espace dense de L'(,2(,P)

(b) Montrer que si f € L*(Q,2(,P), alors Eg, (f) — f en norme L.

Exercice 28. (opérateurs p-sommants)

Soient K un espace topologique compact, X un sous-espace fermé de C(K,R) et Y
un espace de Banach réel. Soit également p € [1,00], et soit C' € R*. On dit qu'un
opérateur T': X — Y est p-sommant avec constante C' si on a

N N
Vi v €X 2 D I < C’psulf()z (D)7
i=1 tek
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Le but de I'exercice est de montrer ’équivalence des deux propriétés suivantes :

(i) T: X — Y est p-sommant avec constante C/
(i) il existe une mesure de probabilité (borélienne) p sur K tels que

vex rpise(f \f(t)lpdu(t))l/p-

(1) Montrer que (ii) entraine (i).
(2) On suppose que (i) est vérifiée.
(a) Soit F l'ensemble des parties finies de X. Pour F = {f1,..., fxn} € F,
on définit une fonction @ € C(K) en posant

@r(t) = Y IT(IF = C" S IKOP.

Enfin, on pose C = {®p; F € F} et D ={g € C(K); g > 0 sur K}.
Montrer que C et D sont des cones convexes, et que D est ouvert dans
C(K).

(b) Avecc les notations de (a), montrer qu’il existe une mesure réelle v # 0
sur K telle que

VF e FVgeD : /CIDFdVSOS/ng.
K K

(c) Montrer que v est une mesure positive. (Utiliser ['ezercice 2).
(d) Montrer que (ii) est vérifiée.

Exercice 29. Dans tout ’exercice, on note m la mesure de Lebesgue sur le cercle T.
Le but de l'exercice est de démontrer le résultat suivant : si v une mesure positive
(finie) sur T, singuliére par rapport a m, alors les polynomes sont denses dans L*(v).

ontrer que si A est une mesure complexe sur T vérifian z z) =
1) Mont i\ est 1 T vérifiant [, 2"dA 0
pour tout n € Z, alors A = 0. En déduire que si p est une mesure complexe
sur T vérifiant [ 2"d\(z) = 0 pour tout n € Z\ {0}, alors y = ¢m, pour une
certaine constante c.
oit ¥ une mesure positive (finie) sur T. On note E le sous-espace fermé
2) Soit itive (fini T. O te E'1 fermé
de L*(v) engendré par les fonctions z +— 2" n > 1, et mg la projection
orthogonale de L?(v) sur E. Enfin, on pose ¢ =1 — mg(1).
(a) Montrer que la fonction z — 2"¢(z) appartient a £ pour tout n > 1.
(b) En déduire qu'on a [ |¢(z)[*dv(z) = 0 pour tout n > 1.
(c) Montrer qu'’il existe une constante c telle que |¢]*v = cm.
(3) Soit v une mesure positive sur T singuliere par rapport a m.
(a) Avec les notations de (2), montrer que la fonction 1 appartient a E.
(b) Montrer que pour tout k € N, la fonction z — 2% appartient & E.
(c) Conclure.



