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Chapitre 1

Espaces métriques et espaces vectoriels normés

1. Distances et normes

1.1. Distances, espaces métriques. Etant donné deux objets mathématiques
u et v de méme nature (deux nombres, deux matrices, deux fonctions, ...), il est treés
naturel de se demander si u et v sont “proches” ou “éloignés” I'un de 'autre en un
certain sens, et de vouloir mesurer leur degré de proximité par un nombre d(u, v) qu’on
appellerait la “distance entre u et v”. Cela conduit a la définition tres générale suivante.

DEFINITION 1.1. Soit E un ensemble non-vide. Une distance sur E est une fonc-
tion d: E x E — R vérifiant les propriétés suivantes :

(0) d(u,
(i) d
(i) d

) d

(iii

v) = 0 pour tous u,v € E, et d(u,u) =0;

(u,v) = 0 seulement pour u = v (séparation des points) ;
(u,v) = d(v,u) pour tous u,v € E (symétrie) ;

(

u,w) < d(u,v) + d(v,w) pour tous u,v,w € E (inégalité triangulaire).

EXEMPLE 1. On définit une distance sur R en posant d(u,v) := |v — u|. Cette
distance s’appelle la distance usuelle sur R.

Démonstration. La propriété (o) est évidente. La séparation des points (i) vient

du fait que |z| = 0 seulement pour x = 0. La symétrie vient du fait que |z| = |-z
pour tout z € R : d(v,u) = |u —v| = |—-(v —u)| = |v — u| = d(u,v). Et 'inégalité
triangulaire vient du fait que |z +y| < |z|+ |y| pour tous z,y € R : d(u,w) = |w—u| =
[(w—v)+ (v—u)| <|v—u|+|v—u| =d(u,v)+ dv,w). O

Ezercice. Soit E un ensemble quelconque, et soit ¢ : £ — R. A quelle condition
sur ¢ définit-on une distance sur E en posant d(u,v) := |¢(v) — ¢(u)|?

EXEMPLE 2. Soit E := R? muni du produit scalaire usuel. On définit une distance
sur F en notant d(u,v) la longueur du segment [u,v]. L’inégalité triangulaire pour
cette distance signifie que “le plus court chemin entre deux points est la ligne droite”.

EXEMPLE 2. On définit une distance sur C en posant d(u,v) := |v — ul, ou |z| est
le module du nombre complexe z. Cette distance s’appelle la distance usuelle sur C.

Démonstration. En identifiant C & R?, c’est la distance de 'Exemple 2. O

EXEMPLE 3. Soit E := T =: {z € C; |z| = 1}. On définit une distance sur T
en notant d(u,v) la longueur du plus petit arc de cercle joignant u et v (mesurée en
radians).

Démonstration. Exo. O
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EXEMPLE 4. Soit E un ensemble quelconque (non-vide). On définit une distance
sur E en posant

0 siu=v
d(u,v) := {1 siu=wv

On dit que d est la distance discrete sur E.

Démonstration. Seule l'inégalité triangulaire demande une preuve; soient donc
u,v,w € E. Si u = w, alors d(u,w) = 0 < d(u,v) + d(v,w). Si u # w, alors ou
bien u # v et donc d(u,v) = 1, ou bien v # w et donc d(v,w) = 1. Dans les 2 cas,
d(u,w) = 1 < max(d(u,v),d(v,w)) < d(u,v) + d(v,w). O

Remarque. La distance discréte est importante car elle fournit souvent un contre-
exemple facile lorsqu’on se demande si une propriété générale est vraie pour n’importe
quelle distance.

EXEMPLE 5. Soit E l'ensemble des stations de métro d’une grande ville non
spécifiée. On définit une distance sur E en notant d(u,v) la longueur du plus court
trajet en métro pour aller de u & v (longueur mesurée en “nombre d’arréts”).

Démonstration. C’est un exo facile. OJ

La remarque suivante est tres souvent utile.

REMARQUE 1.2. Si d est une distance sur un ensemble FE, alors on a pour tous
u,v,we k :
d(u,v) = |d(u, w) — d(w,v)|.

Cette inégalité est parfois appelée I'inégalité triangulaire réarrangée.

Démonstration. On a d(u,w) — d(w,v) = d(u,w) — d(v,w) < d(u,v) d’apres
I'inégalité triangulaire ; et échangeant les roles de u et v, on obtient d(v, w) — d(w, u) <
d(v,u) = d(u,v). D’ou le résultat. O

DEFINITION 1.3. Un espace métrique est un ensemble non-vide E muni d’une
distance d.

CONVENTION. “Par défaut”, toutes les distances s’appelleront d, méme quand on
considérera plusieurs espaces métriques E, F,G,... en méme temps. S’il y a vrai-
ment lieu de distinguer les distances sur des espaces métriques différents, on écrira par
exemple dg,dp,dg, . ..

1.2. Normes, espaces vectoriels normés.

DEFINITION 1.4. Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. Une norme sur E est
une fonction de E dans R, notée en général u — |u|, vérifiant les propriétés suivantes.
(0) |lull =0 pour tout ue E, et |0] =0;
(i) |u| = 0 seulement pour u =0;
(i) |Au| = |A| |u| pour tout uw e E et tout A € K (homogénéité) ;
(iii) |u + v|| < |u| + |v]| pour tous u,v € E (inégalité triangulaire).

Il y a une similarité évidente entre la définition d’une norme et celle d’une distance.
Le lien entre les deux notions est donné par le fait suivant.
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FarT 1.5. Si | - | est une norme sur un espace vectoriel E, on définit une distance
sur E en posant d(u,v) := [[v—u|. On dit que d est la distance associée a la norme

|-
Démonstration. C’est exactement la méme que celle donnée pour la distance usuelle

d(u,v) = |v — u| sur R. (Pour la symétrie de d, on n’a pas besoin de toute la force de la
propriété d’homogénéité (ii) : il suffit de savoir que || — u| = |u| pour tout u € E.) U

EXEMPLE 1. La valeur absolue est une norme sur R, et le module est une norme
sur C. Les distances associées sont les distances usuelles.

EXEMPLE 2. Soit N € N*. On définit une norme sur RV en posant, pour v =

(ul,...,uN)eRN
|ul| := A/ud + - + ¥

Cette norme s’appelle la norme euclidienne sur RY. Pour N = 1, on retrouve la
valeur absolue sur R = R'. Pour N = 2, on retrouve le module sur C = R2.

Démonstration. Les propriétés (o), (i) et (ii) sont a peu pres évidentes (exo).
La preuve de I'inégalité triangulaire est un peu plus délicate. Pour u,v € RV,
posons

N
{u, vy := 2 U;V;.
i=1

On dit que (u,v) est le produit scalaire de u et v. Par définition, on a

VueRY : |lul| = \/{u,u)
FarT 1. Siu,veRY, alors
Ju+ 0] = JJul? + 2 {u, v) + o],

Preuve du Fait 1. Par définition, |u+v[? = (u+v,u+v) = Zi]il(uhLvi)Q. Comme
(ui+v;)? = u+2u;v;+v? pourdi = 1,..., N, on en déduit tres facilement le résultat. [

FarT 2. Siu,ve RY, alors
[Ku, )] < ful o]
Cette inégalité s’appelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Preuve du Fait 2. On a
N 2 N
(u,v)?* = (Z uivl) = Z UV UGV
i=1
et

fulPJol? = <§ u> (i) - S

Donc

HUH2||UH2 - <U»U>2 = Z (u?v? — uiviujvj) =9

ij=1
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De plus, on a aussi

N N
28 = Z (u?v? uzvzujvj) + Z (u?vf — Uﬂguzvz)
ij=1 ij=1
= (u?v? — 2uvju 5 + u?vf)
ij=1
= Z (wivj — ujv;)
ij=1
Donc
1 N
P ol? — a0 = 5 ) (uy — e > 0.
ij=1
Ainsi (u,v)? < |[u|?||v|?, ce qui prouve I'inégalité de Cauchy-Schwarz. O

Montrons maintenant 'inégalité triangulaire. Si u,v € FE, alors

lu+v|* = Ju?®+2¢u,v)+ v par le Fait 1
<l + 2[Cu, v)] + o]
< Jul? + 2]y o] + |lv)? par Cauchy-Schwarz
2
= (lul +1v0)7
done u+v] < Jul + o], O
Remarque. Dans la suite, la norme euclidienne sur RY sera souvent notée | - |».
EXEMPLE 3. On définit des normes sur KV en posant, pour u = (u1,...,uy) € KV :
N
[ul1 = Z || et [u]o = max(|u1|,...,|uN|).
j=1
Démonstration. C’est un exo a savoir faire instantanément. 0

EXEMPLE 4. Soit I un ensemble quelconque. On note ¢*(1,K), ou simplement
¢*(I), lespace vectoriel constitué par toutes les fonctions bornées u : I — K. On
définit une norme sur ¢*°(I) en posant

|u)loo := sup {\u(t)], te I}.

Démonstration. C’est & nouveau un exo a savoir faire les yeux fermés. (Etre un peu
soigneux pour I'inégalité triangulaire.) O

Remarque. Les cas particuliers suivants sont importants :

e si I = [1, N], alors £°(I) s’identifie & KV (une fonction u : [1, N] — K s’identifie
au vecteur (u(1),...,u(N)) € K¥), et |ufe = max(|uil,..., un|) pour u =
(ul,...,uN) GKN;

e si I =N alors £*°(I) est 'ensemble de toutes les suites bornées u = (U )neN

d’éléments de K; et pour u = (uy,) € £*°(N) on a |ul = sup |uy|.
neN

EXEMPLE 5. Si F est un espace vectoriel non réduit a {0}, la distance discrete
sur E n’est pas associée a une norme.
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Démonstration. Notons d la distance discrete sur E. Soit e un vecteur non nul
de E. Alors d(e,0) = 1, et aussi d(2e,0) = 1 puisque 2e # 0; mais si d était associée a
une norme | - ||, on devrait avoir d(2e,0) = |2e — 0| = |2¢| = 2|le|]| = 2d(e,0) =2. O

Les deux inégalités suivantes sont importantes.

REMARQUE 1. Si || - | est une norme sur un espace vectoriel E, alors on a pour
tous u,v e F :

Ju—vl <ful + ol et fJo—ul = [[v] - [ull
Démonstration. En notant d la distance associée a | - ||, la premiere inégalité est

simplement 'inégalité triangulaire d(v,u) = d(u,v) < d(u,0) + d(0,v); et la deuxieme
est 'inégalité triangulaire réarrangée d(u, v) = |d(u,0) — d(0,v)|. O

Il est également tres important de retenir qu’on peut toujours “normaliser” un
vecteur non nul de E' :

REMARQUE 2. Si | - | est une norme sur E, on a pour tout v # 0 dans E :

u

]
DEFINITION 1.6. Un espace wvectoriel normé est un espace vectoriel E muni
d’une norme | - ||. On écrira souvent “evn” au lieu de “espace vectoriel normé”.

Remarque. Un espace vectoriel normé sera toujours implicitement muni de la dis-
tance associée & sa norme. Un evn est donc en particulier un espace métrique !

CONVENTION. “Par défaut”, toutes les normes s’appelleront || - |; et s’il y a lieu
de différencier explicitement les normes sur des evn E, F, G, ..., on écrira par exemple
[ les 1 -1z la,--

1.3. Sous-espaces et produits. Les remarques qui suivent sont a peu pres
évidentes, mais cependant trés importantes.

REMARQUE 1. Si (F,d) est un espace métrique et si A € E, alors la restriction
de d & A x A est une distance sur A, qu’on appelle la distance induite par d sur A.
Donc, A est lui méme un espace métrique pour son propre compte.

REMARQUE 1’. De méme, si E est un espace vectoriel normé, alors tout sous-
espace vectoriel F' € FE devient un espace vectoriel normé lorsqu’on le munit de la
norme induite par celle de E

Exemple. Soit [a,b] un segment de R, avec a < b. Notons C([a, b]) 'ensemble des
fonctions continues u : [a,b] — K. Comme toute fonction continue sur [a, b] est bornée,
C([a,b]) est un sous-espace vectoriel de ¢*([a,b]), et donc un espace vectoriel normé
quand on le munit de la norme | - |q.

REMARQUE 2. Soient (E1,| - |&,)---,(EN,| - [|gy) des espaces vectoriels normés,
et soit £ := FE; X --- x Ey. On définit une norme sur E en posant, pour u =
(ul,...,uN) eE=F x---x EyN:

Jul == max (Jur]l gy, -, Jun]ey)-

On dit que cette norme est la norme produit associée aux normes | - |g,,...,[ - |Ey-

Exemple. La norme produit sur RY =R x - x R est la norme | - |o.
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REMARQUE 2'. De méme, si (E1,dg,),...,(EN,dg,) sont des espaces métriques,
on définit une distance sur E := E} x --- x Ey en posant pour v = (ug,...,uyn) et
v = (v1,...vy) dans E :

d(u,v) := max (dEl(ul,vl), . ,dEN(uN,vN)).

Cette distance est la distance produit associée aux distances dg,,...,dg,. Si les
E; sont des espaces vectoriels et si les distances dg, proviennent de normes, alors d
provient de la norme produit associée (exo).

CONVENTION. Chaque fois qu’on manipulera un produit d’espaces métriques ou
d’evn, on supposera implicitement qu’il est muni de la distance produit ou de la norme
produit.

1.4. Vocabulaire géométrique. Dans ce qui suit, (£, d) est un espace métrique.
1.4.1. Boules. Siae E et r = 0, on pose

B(a,r) :={u€ E; d(u,a) <r} et B(a,r) :={ue E; d(u,a) <r}.

On dit que B(a,r) est la boule ouverte de centre a et de rayon r, et que B(a,r)
est la boule fermée de centre a et de rayon r.

Remarque. Le cas r = 0 est un peu particulier : on a B(a,0) = J et B(a,0) = {a}.

ExemMPLE 1. Si £ = R muni de la distance usuelle, alors B(a,r) est l'intervalle
ouvert |la —r,a + r[, et B(a,r) est 'intervalle fermé [a — r,a + 7].

EXEMPLE 2. Si E = C muni de la distance usuelle, alors B(a,r) et B(a,r) sont
des disques centrés en a et de rayon r. Plus précisément, B (a,r) est le disque sans sa
circonférence, et B(a, ) est le disque avec sa circonférence.

RAPPEL. Soit E un espace vectoriel. Un ensemble C' € F est dit convexe si, pour
tous u,v € C, le segment [u,v] est entierement contenu dans C'; autrement dit, si

Vu,ve C :YAe[0,1] : (1—XNu+ IveC.

PROPOSITION 1.7. Si E est un espace vectoriel normé, alors toute boule de E est
un ensemble convexe.

Démonstration. Montrons le pour une boule fermée B = B(a,r). Soient u,v € B
et soit A € [0,1]. On a

[(1=XNu+Xv—al =[(1—=XN(u—a)+Av—a)| cara = (1—ANa+ Aa
< [T =M (u=a)| +[Av - a)
=1-=X)|u—a|+Mv—al carl—=A=>0et A>0
<S(I=Nr+Xr=r.
Donc (1 —A)u + Av € B. O

Ezercice. Dessiner la boule B(0,7) dans E = R? muni de la norme | - [o. Méme
question avec la norme | - |;.
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1.4.2. Distance a un ensemble. Si A est une partie non-vide de E, on pose pour
tout x e £ :

dist(z, A) := inf {d(z,u); ue A}.
On dit que dist(z, A) est la distance de = a I’ensemble A.

Remarque 1. 11 est évident que si x € A, alors dist(z, A) = 0 (prendre u := ) ; mais
la réciproque est fausse en général.

Remarque 2. La distance de = n’est pas nécessairement “atteinte” : il n’y a aucune

raison a priori pour qu’il existe un point a € A tel que dist(z, A) = d(x, a).

Exemple. Dans E =R, on a dist(2,]—1, 1[) =1et dist(l,]—l, 1[) = 0. Dans les 2
cas, la distance n’est pas atteinte.

1.4.3. Diameétre. Pour toute partie non-vide A de E, on pose
diam(A) := sup {d(u,v); u,v € A}.

On dit que diam(A) est le diameétre de I'ensemble A. La borne supérieure est ici
prise dans [0, 0] : on peut trés bien avoir diam(A) = 00. Moralement, diam(A) est “la
plus grande distance possible entre deux points de A” ; mais cette plus grande distance
peut tres bien ne pas exister.

Exemple 1. Soit E := R? muni de la norme euclidienne. Si A est un disque de
rayon 7, alors diam(A) = 2r. Si A € E est un carré de coté a, alors diam(A) = v/2a.

Exemple 2. Dans E = R, on a diam(]—2,3[) = 5 et diam(]0, o0[) = o0.

EXERCICE. Montrer que pour tout ensemble non-vide A € R, on a
diam(A) = sup A — inf A.

(Avec les conventions évidentes lorsque sup A = o0 ou inf A = —00.)

1.4.4. Ensembles bornés. Supposons que E soit un espace vectoriel normé. On
dit qu'un ensemble A < FE est borné s’il existe une constante M < oo telle que
Vue A @ |ul| < M.

FEzxercice 1. Montrer les équivalences suivantes :
A borné <= diam(A4) < o0 <= A est contenu dans une boule.

Remarque. L’intérét du résultat de cet exercice est qu’il permet de définir les en-
sembles bornés dans un espace métrique (F,d) quelconque : un ensemble A € F peut
étre déclaré borné si diam(A) < oo. Cependant, on ne parlera jamais d’ensembles
bornés dans un espace métrique qui n’est pas un evn.

Ezercice 2. Une application u : I — F d’un ensemble I dans un evn F' est dite
bornée si 'ensemble u(I) est borné dans F' ; autrement dit s’il existe une constante M
telle que Vt € I : |u(t)|| < M. L’ensemble de toutes les applications bornées u : [ — F
se note (* (I, F). Montrer que ¢*(I, F') est un espace vectoriel, et qu’on définit une
norme sur ¢*(I, F) en posant |u|s = sup {||u(t)|; t € I}.
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1.5. Isométries.

DEFINITION 1.8. Soient (E,d) et (E',d') deuz espaces métriques. On dit qu’une
application f : E — E’ est une isométrie si elle préserve les distances :

d'(f(u), f(v)) = d(u,v) pour tous u,v € E.

Exemple 1. Dans le plan euclidien R?, les translations, les rotations et les symétries
orthogonales sont des isométries.

Exemple 2. L’injection canonique de R dans C est une isométrie (pour les distances
usuelles).

Exemple 3. L’application f : R — R? définie par f(z) = (z,0) est une isométrie
de R dans R? muni de la norme | - [o.

EXERCICE. Soient F et F' deux espaces vectoriels normés, et soit T : E — F une
application linéaire. Montrer que T' est une isométrie si et seulement si |T'(x)|| = ||z||
pour tout x € F.

Remarque 1. Une isométrie est toujours injective (mais elle n’a pas de raison d’étre
surjective).

Démonstration. C’est évident : si f(u) = f(v), alors d(u,v) = d'(f(u), f(v)) =0
et donc u = v. O

Remarque 2. Si f : E — E’ est une isométrie bijective, alors f~! : B/ — E est aussi
une isométrie.

Démonstration. C’est un exo tres facile. O

DEFINITION 1.9. On dit que deux espaces métriques E et E' sont isométriques
s’il existe une isométrie bijective entre E et E' ; autrement dit, si E et E' sont “indis-
tinguables” en tant qu’espaces métriques.

Exemple 1. R? muni de la distance euclidienne est isométrique & C muni de la
distance usuelle, via application (x,y) — x + iy.

Exemple 2. R muni de la distance usuelle est isométrique & {(x,0); = € R} < R?
muni de la distance associée a la norme | - |, via I'application z — (z,0).

Exemple 3. Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie N sur K = R
ou C, alors E est linéairement isométrique & K» muni d’une certaine norme.

Démonstration. Soit J : E — KM un isomorphisme linéaire. Alors la formule
|z 7 := || J ()| définit une norme sur KV (exo); et par définition, .J est une isométrie
(linéaire!) de E sur (KV,| - | ;). O

Le résultat suivant est a priori surprenant; et il est “philosophiquement” tres
intéressant car il signifie que les espaces vectoriels normés ne sont d’une certaine fagon
pas moins généraux que les espaces métriques généraux.

THEOREME 1.10. Tout espace métrique est isométrique a une partie d’un espace
vectoriel normé.

Démonstration. On la verra en TD.
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2. Normes équivalentes

DEFINITION 2.1. Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. On dit que deux
normes || - | et | - | sur E sont équivalentes s’il existe deux constantes C,C’ < o0
telles que ||z|| < C'|z|" et |z|| < C"||z| pour tout z € E.

Remarque. Comme le nom le suggere fortement, la relation “étre équivalentes” est
une relation d’équivalence sur I’ensemble des normes sur F. (La preuve est laissée en
exo.)

Exemple 1. Sur R les normes | - ||1, | - |2 et || - [ sont équivalentes.
Démonstration. Soit u = (ug,...,uy) € RY. On a
Jul = (@)Y < (uf + -+ uf)'? = Jul2
pour tout j € [1, N], donc |u]s < ||Jull2. De plus,
N 2 N N
ol = (Dhel) =2t S haloed > 308 -
j=1 {(k,k"); k2E} j=1

done [[uly > flufs- Enfin, Juli = 370, [uj] < N ufco-
Ainsi, on a obtenu |u|e < |ulz < |uli < N|u|e pour tout u € RY; d’on
I’équivalence des trois normes. O

Exemple 2. Soit || - |1 la norme sur E := C([a,b]) définie par |ul; := Ss |u(t)| dt.

(Vérifier qu’il s’agit bien d’une norme.) On a | - |1 < (b—a) | - o, mais les normes | - |1
et || - [loo ne sont pas équivalentes.
Démonstration. L’inégalité | - |1 < (b—a)| - o est laissée en exo (tres facile).

Notons m le milieu de 'intervalle [a, b]. Pour k € N assez grand, soit u € C([a, b])
la fonction définie comme suit : uy, est nulle en dehors de [m — 1, m + 1], ug(m) = k
et uy, est affine sur les intervalles [m — £, m] et [m,m + 1]. (Dessiner le graphe de uy.)
On a |ugfe = k, et [ug|i = 3 x 2 x k = 1. Ainsi, on a trouvé une suite de fonctions
(ug) telle que |lug|1 = 1 pour tout k et |ux|c — 0; ce qui montre qu’il ne peut pas

exister de constante C' telle que || - [ < C'| - |1. O
Ezercice. Soit E un espace vectoriel, et soient | - || et || - | deux normes sur E.
Montrer que si | - | et || - |’ ne sont pas équivalentes, alors ou bien il existe une suite

(ug) € F telle que |ug| — 0 et |ugl|” — oo, ou bien il existe une suite (ux) S F telle
que |Jug| — o0 et |ug| — 0.

Le résultat suivant est trés important et tres facile a utiliser. La preuve, en revanche,
est un peu délicate.

THEOREME 2.2. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors toutes les
normes sur E sont équivalentes.

Démonstration. Dans ce qui suit, on supposera que E # {0} (il n’y a rien &
démontrer si £ = {0}). On commence par se simplifier un peu la vie :

Farr 0. Il suffit de montrer que toutes les normes sur RV, N > 1 sont équivalentes.
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Preuve du Fait 0. En tant que R-espace vectoriel, E est isomorphe & RN pour un
certain entier N > 1. Si on fixe un isomorphisme R-linéaire J : E — R, alors &

toute norme | - | sur E correspond une norme | - |; sur R, donnée par la formule
lull; := |J 7 (u)]|. On a ainsi |x| = |J()|s; donc il est clair que si | - | et | - |/ sont
deux normes sur E et si les normes | - | s et | - |; sont équivalentes, alors || - || et | - |’
sont équivalentes. Ceci démontre le Fait. O

On va maintenant montrer que toutes les normes sur RY sont équivalentes & la
norme | - |lo0

FAIT 1. Si | - | est une norme sur R¥, il existe une constante C' < oo telle que
|- <l oo
Preuve du Fait 1. Si u = (uy,...,un) € RY et si on note (e1,...,eyn) la base

canonique de RV, alors

Jul =

J

Zwes
\

N
< Z lu; €5
N N
- Z gl s < Julloo x Y lleg)
j=1 j=1
puisque |u;| < |ullo pour tout j. On obtient donc le résultat souhaité avec C' :=
Zj-vzl lej| (qui est bien une constante indépendante de u € RY). g
FAIT 2. Si | - || est une norme sur R¥ il existe une constante ¢ > 0 telle que
|- 1=el- o

Preuve du Fait 2. C’est la partie “difficile”. On va procéder par récurrence sur la
dimension N.

Pour N = 1, ce n’est pas compliqué : si | - | est une norme sur R! = R, alors
lul = |u x 1| = |u| x [1]| = ¢|ullw pour tout u € RY, ot1 ¢ := ||1] est bien strictement
positif car 1 # 0.

Supposons le résultat vrai pour un certain N > 1, et démontrons le pour N +1. Soit
donc | - | une norme sur RV+1. On va raisonner par I'absurde en supposant qu'il n’eziste
pas de constante ¢ > 0 telle que | - | = ¢|| - ||oo. Il s’agit d’obtenir une contradiction.
Dans ce qui suit, on écrira les vecteurs de RV ™! sous la forme u = (u(1),...,u(N+1)).

ETAPE 1. On peut trouver une suite (v;) € RV*1 et un indice jo € [1, N + 1] tels
que vk (jo) = 1 pour tout k et ||vg| — 0 quand k — co.

Démonstration. Par hypothese, on peut pour tout ¢ > 0 trouver un vecteur u¢ €
RN+ tel que ||uCH < ¢||u|o. On a |ul|e # 0 (d’apres 'inégalité stricte), donc on peut

définir v¢ HUCH - Alors v =1 et

1
vl = x [[ufl| < e.
Il = e * |

En prenant ¢ := 1/k pour tout k € N* et en posant vy := vk on obtient ainsi une

suite (vy) € RV telle que |vg o = 1 pour tout k et |ug| — 0.
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Par définition de | - ||o, on peut choisir pour tout k € N* un indice g, € [1, N + 1]
tel que |vg(ix)| = |vk/c = 1. Comme il y a une infinité d’entiers k et un nombre fini
d’indices i € [1, N + 1], il existe au moins un jp € [1, N + 1] tel que ix = jo pour une
infinité de k. Il existe donc une sous-suite (v}.) de (vg) telle que |v}(jo)| = 1 pour tout
k, autrement dit v} (jo) = £1. De méme, il y a une infinité de k tels que v} (jo) = 1,
ou bien une infinité de & tels que v (jo) = —1. Quitte & changer v} en —uvy, on peut
supposer qu’on est dans le premier cas. On obtient donc une sous-suite (v}) de (v},) (et
donc une sous-suite de (vy)) telle que v} (jo) = 1 pour tout k. On change alors le nom de
vy, qu’on appelle & nouveau vy. ]

ETAPE 2. I existe un vecteur v € RVN*1 tel que v # 0 et vy, — v[oo — 0.

Démonstration. Le point clé est le suivant : si p,q € N, alors (vqy — vp)(jo) = 0.
Donc, on peut considérer les v, — v, comme des vecteur de R en identifiant RV au
sous-espace

Ej, i= {ue RN u(jy) = 0} < RVHL
qui est de dimension N. Par hypothese de récurrence, il existe une constante ¢’ > 0
telle que |u| = ¢ |u|w pour tout u € Ej. En prenant u := vy — vp, on en déduit qu’on
a
[04(5) — ()] < (1/€) Jvg — vyl < (1/€) (lvgll + llvp )

pour tous p,q € N et pour tout j # jo. Comme |vp|| + |v4]| — 0 quand p,q — 00, on
voit ainsi que pour tout j # jo, la suite de nombres réels (vg(j))ren vérifie le critére
de Cauchy, et donc est convergente. Pour chaque j # jo, il existe ainsi un nombre réel
v(j) tel que vg(j) — v(j) quand k — oo.

Si maintenant on pose v = (v(1),...,1,...0(N +1)) € RN*1 ot le “1” est a la
place jo, alors vi(j) — v(j) pour tout j € [1, N + 1] puisque vk(jo) = 1. Par définition
de la norme | - |, cela entraine que |vg — v|x — 0 (ex0); et on a v # 0 puisque

v(jo) = 1. O

On peut maintenant obtenir la contradiction cherchée. Comme | - | < C| - |«
pour une certaine constante C' (d’apres I'étape 1) et comme ||vy — v||x — 0, on voit
que |vg —v|| = 0. Comme de plus |v|| < v —vg| + |vk| et que |vg| — 0, on en déduit

|v| < 0 en faisant tendre k vers I'infini; donc |v|| = 0. Mais ceci est absurde puisque
| - || est une norme et v # 0. Ainsi, on a bien montré le Fait 2 par récurrence. O
Par les Faits 1 et 2, la preuve du théoréme est maintenant terminée. ]

REMARQUE. Le Théoreme 2.2 caractérise les espaces de dimension finie : si F est
un espace vectoriel de dimension infinie, alors il existe des normes non équivalentes
sur F.

Démonstration. Soit (e;);er une base de 'espace vectoriel E (on admet que tout
espace vectoriel possede une base...). Comme dim £ = oo, I’ensemble I est infini. Pour
u = Y, uje;, posons

el

July o= Dl et fufo := sup fujl.
icl el
Ces expressions ont ont un sens car tous les u; sont nuls sauf un nombre fini; et on
vérifie sans difficulté qu’'on définit ainsi deux normes sur E (exo). Montrons que ces
normes ne sont pas équivalentes.
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Comme I est un ensemble infini, on peut choisir pour tout & € N* un ensemble
I* < I de cardinalité k. Si on pose u* = >, ;i e;, alors [uf|e = 1 et [uf]y = k.
Comme k peut étre arbitrairement grand, on voit ainsi qu’il n’existe pas de constante
Ctelleque || - |1 <C| - [oo- O

Dans le cadre des espaces métriques, la notion d’équivalence pour les normes se
généralise comme suit :

DEFINITION 2.3. On dit que deux distances d et d’ sur un ensemble non-vide E
sont Lipschitz-équivalentes s’il existe deuz constantes C,C' < oo telles que d(u,v) <
Cd' (u,v) et d'(u,v) < C"d(u,v) pour tous u,v € E.

Exercice. Montrer que deux normes sur un espace vectoriel F sont équivalentes si
et seulement si les distances associées sont Lipschitz-équivalentes.

3. Convergence, continuité

3.1. Suites convergentes.

DEFINITION 3.1. Soit (E,d) un espace métrique, soit (ux)gen une suite d’éléments
de E, et soit a € E. On dit que la suite (ug) converge vers a pour la distance d
st d(ug,a) — 0 quand k — . On écrit alors up — a. Avec des quantificateurs, cela
s’écrit ainsi :
Ve > 03K Yk > K : d(ug,a) <e.

Formellement, il s’agit donc exactement de la méme définition que pour la conver-
gence d’une suite de nombres réels, en écrivant d(u, a) au lieu de |ux — al.

Voici d’abord quelques remarques “idiotes”, et donc importantes :
« dans la définition, on peut remplacer “< £” par “< &” (jouer avec des £/2) ;
« au lieu de “d(ug,a) < &€”, on peut écrire “uy € B(a,e)”;
« la définition dépend de la distance d. (Par exemple, la suite uy := 2% converge

vers 0 dans R pour la distance usuelle, mais pas pour la distance discrete.)

Passons maintenant a des remarques un peu moins “idiotes”.

REMARQUE 1. On a unicité de la limite : une suite (ug) ne peut pas converger vers
deux points différents. Par conséquent, si up — a, on peut parfaitement dire que a est
la limite de la suite (uy) et écrire a = klim ug, ou simplement a = lim wy.

—00

Démonstration. Si up — a et up, — b alors, comme 0 < d(a,b) < d(a,uy) + d(ug,b)
qui tend vers 0 quand k — o0, on a d(a,b) = 0 et donc a = b. O

REMARQUE 2. Si d et d sont deux distances Lipschitz-équivalentes sur un en-
semble E, alors la convergence pour d est équivalente & la convergence pour d'.

Démonstration. C’est un exo tres facile. O

CONSEQUENCE. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, on peut parler
de “suites convergentes” dans F sans faire explicitement référence &4 une norme : par
définition, une suite (ug) S E converge vers a € E si elle converge vers a pour n’importe
quelle norme.
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Exercice. Soient d et d’ deux distances sur un méme ensemble E. On suppose que
toute suite (ux) S E convergeant pour d converge également pour d’. Montrer que
toute suite (uy) convergeant pour d converge nécessairement vers la méme limite pour
d.

REMARQUE 3. Dans un espace vectoriel normé, toute suite convergente (uy) est
bornée : il existe une constante M telle que Yk : |ug| < M.

Démonstration. Si ui — a, on peut trouver un entier K tel que |ux — al| < 6 pour
tout k > K. Alors |ug| < 6 + |la]| si & > K d’apres I'inégalité triangulaire; et donc
|ug| < M :=max (6 + |al|, |uo],- .., |urx—-1]) pour tout k e N. O

EXEMPLE 1. Dans R ou dans C, une suite converge (pour la distance usuelle) si et
seulement si elle converge au sens usuel.

EXEMPLE 2. Dans K, une suite converge (pour n’importe quelle norme) si et
seulement si elle converge “cordonnée par coordonnée” : uj, = (ug(1),...,ur(N)) tend
vers a = (a(1),...,a(N)) si et seulement si ug(j) — a(j) pour j =1,...,N.

Démonstration. Par équivalence des normes, on peut considérer uniquement la
convergence pour la norme | - [o.

Si |ug — ale — 0, alors ug(j) — a(j) pour tout j car |ug(j) — a(j)| < |ux — aloo-

Inversement, supposons que uy tende vers a coordonnée par coordonnée. Soit € > 0.

Pour j =1,..., N, on peut trouver un entier K; tel que Vk > K; : |ug(j) —a(j)| <e.
Si on pose K := max(Ky,...,Ky) on a alors |ux — allw < & pour tout k¥ > K, par
définition de || - |- O

EXEMPLE 2'. Si Eq,...,EN sont des espaces métriques et si £ = Ey x --- x Ey,

alors la convergence dans E (pour la distance produit) est équivalente a la convergence
coordonnée par coordonnée.

Démonstration. C’est exactement la méme que pour I’Exemple 2. O

EXEMPLE 3. Prenons F := (*([), muni de la norme | - ||o,. Une suite (f,,) < ¢*(I)
converge vers f € £*°(I) si et seulement si
Ve >03INVn=NVtel : |fo(t)— f(t)] <e.
Cela signifie que :
(i) (fn) converge simplement vers f, i.e. fp(t) — f(t) pour tout t € I ;
(ii) pour € > 0 donné, on peut “prendre le méme N” pour tous les t de I.
Dans ce cas, on dit que la suite (f,,) converge uniformément vers f. Pour cette raison,

la norme || - |« s’appelle la norme de la convergence uniforme.

Démonstration. C’est assez clair par définition de | - [|o (ex0). O

Ezxercice. Soit I un ensemble infini, et soit (fx) une suite d’éléments de I deux a
deux distincts. Pour tout k € N, on note f : I — R la fonction définie par fi(t) =0
sit # ty et fr(ty) = 1. Montrer que pour toute suite de scalaires (\g), la suite (A fx)
converge simplement vers 0; et en déduire qu’il n’existe pas de norme sur ¢*(I) telle
que la convergence pour cette norme soit équivalente a la convergence simple.

La proposition suivante est d’usage constant.
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PROPOSITION 3.2. Soient E un espace vectoriel normé, et soient (uy), (vg),u,v
dans E et (M), A dans K.

(1) Siup — u et vg — v, alors ug + vy — u +v.

(2) Siup — u et A\p — N, alors A\gup — A\u.
Démonstration. (1) est tres facile : par 'inégalité triangulaire, on a

[(uk + o) = (u+ )| = [(up — ) + (vx — )| < Jlue — uf + or — 2,
qui tend vers 0 quand k& — co.
Pour (2), on écrit
[ Akur = Aull = [Ae(ure —u) + (A = MNul < (Xl [ue —ul +[Ae = A] Jul.
—_—— —— ——

borné -0 —0

g

3.2. Critére de Cauchy en dimension finie. Le résultat suivant montre que
le critere de Cauchy est valable dans tout evn de dimension finie.

PROPOSITION 3.3. Soit F' un evn de dimension finie, et soit (uy) une suite d’éléments
de F. Alors (uy) converge dans F' si et seulement si elle vérifie le critére de Cauchy,
i.e. |ug —up| — 0 quand p,q — 0.

Démonstration. Par équivalence des normes en dimension finie, on peut supposer
que F = (KN, | - [o0).

Si (ug) converge, up, — u € F, alors |ug — up| < |up — u| + |u — u4l| = 0 quand
p,q — . Inversement, supposons que (uy) vérifie le critere de Cauchy. Ecrivons uy =
(ug(l),...,ug(N)). Comme |ug(j) — up(j)| < |uqg — uplo, on voit que pour tout j €
[1, N], la suite de scalaires (ux(j))gen vérifie le critere de Cauchy, donc converge dans
K. Si on pose a; := limy_,o up(j) et a := (a1,...,an) € KN, alors wuy tend vers a
coordonnée par coordonnée, et donc ug — a pour la norme de F'. O

COROLLAIRE 3.4. Soit F' un evn de dimension finie, et soit (uy) une suite d’éléments
de F. Sila série a termes positifs Y, ||ug| est convergente, alors la série >, uj, converge
dans F, i.e. la suite des sommes partielles Uy, 1= >/, uy, converge dans F'.

Démonstration. Comme dim(F') < oo, il suffit de vérifier que la suite (U,,) vérifie
le critere de Cauchy ; ce qui est facile : si p,q € N et p < ¢, alors

q )
|Uq = Upll = Z Ug| < Z k| 2= 0.
k=p+1 k=p+1

3.3. Applications continues.

DEFINITION 3.5. Soient E et F' deux espaces métriques, et soit f : E — F.

(1) Etant donné a € E, on dit que f est continue au point a, ou encore conti-
nue en a, si “f(u) tend vers f(a) quand u tend vers a; ce qui s’écrit ainsi :

Ve > 030 > 0 tel que : Yu € E vérifiant d(u,a) <9, on a d(f(u), f(a)) <e.

(2) On dit que f est continue sur E si elle est continue en tout point a € E.

Voici quelques remarques “idiotes”.
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e La continuité dépend des distances données sur E et F.

e Dans (1), le “0 de continuité” dépend évidemment de e, mais a priori aussi
du point a.

e Au lieu des inégalités strictes <, on peut mettre des inégalités larges < : cela
ne change rien a la définition. (Jouer avec des £/2 et des §/2.)

« On peut écrire (1) comme suit :
Ve > 035 > 0 tel que : Yu e B(a,d), on a f(u) € B(f(a),e);
autrement dit :
Ve > 036 > 0 tel que f(B(a,d)) < B(f(a),e).

Voici un exemple important.

EXEMPLE. Soient Ei,..., En des espaces métriques, et soit F := Fq x --- x En.
Pour tout j € [1, N], la j-ieme “application coordonnée 7; : E — E; est continue.

Démonstration. On rappelle que £ = F; X -+ X Ey est muni de la “distance
produit”, notée dy. Soit j € [1, N]. Pour a = (ai,...,an) et u = (u,...,uy) dans E,
on a dg,(m;(u), mj(a)) = dg;(u;,a;) < do(u,a), ce qui prouve la continuité de m; en
tout point a € E : on peut prendre d = ¢ dans la définition de la continuité. O

La proposition suivante est ce qu’on appelle parfois la “caractérisation séquentielle
de la continuité”. Aux notations pres, sa preuve est exactement la méme que dans le
cas des fonctions de R dans R.

PROPOSITION 3.6. Soit f : E — F et soit a € E, ou E et F sont des espaces
métriques. Alors f est continue au point a si et seulement si la propriété suivante a
lieu : pour toute suite (ux) S E tendant vers a, la suite (f(ux)) tend vers f(a).

Démonstration. Supposons f continue au point a. Soit (ug) une suite quelconque
tendant vers a. Pour € > 0 donné, on peut trouver un “§ de continuité” tel que
f(u) € B(f(a),e) pour tout u € B(a,d). Comme up — a, on peut ensuite trouver un
entier K tel que Yk > K : wuy € B(a,d). Alors f(ux) € B(f(a),e) pour tout k > K ;
ce qui prouve que f(ug) — f(a) puisqu’on est parti d’'un € > 0 arbitraire.

Supposons maintenant que f ne soit pas continue au point a. Il existe alors un
go > 0 tel que la propriété suivante ait lieu : pour tout d > 0, on peut trouver u € E
vérifiant d(u,a) < 0 tel que d(f(u), f(a)) = €. En prenant ¢ := 1/k, k € N*, on
obtient ainsi une suite (uz) € E telle que d(uy,a) < 27 et d(f(ux), f(a)) = o pour
tout k € N*. Ainsi, on a trouvé une suite (uy) tendant vers a pour laquelle f(uy) ne
tend pas vers f(a). O

COROLLAIRE 3.7. Les applications continues restent les mémes si on remplace les
distances par des distances Lipschitz-équivalentes.

Démonstration. Les suites convergentes restent les mémes. O

CONVENTION. Au vu de ce résultat et comme toutes les normes sont équivalentes
en dimension finie, on conviendra que pour une application f : £ — F ou F et F
sont des espaces vectoriels de dimension finie, “continue” veut dire “continue pour
n’importe quelles normes sur F et F”.

COROLLAIRE 3.8. Si E est un evn sur K = R ou C, les applications (u,v) — u+v
et (A, u) — Au sont continues de E x E dans E et de K x E dans E respectivement.
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Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la caractérisation séquentielle

de la continuité et de la Proposition 3.2 ]

COROLLAIRE 3.9. Soient E, Fi,...,Fn des espaces métriques, et soit f : B —
Fyx---x Fy. On écrit f(u) = (fi(u),..., fn(w)). Alors f est continue si et seulement
st ses “composantes” fi,..., fn le sont.

Démonstration. C’est a nouveau évident par la caractérisation séquentielle de la
continuité, car la convergence dans F} X --- x F est la convergence coordonnée par
coordonnée. g

FEzercice. Montrer que si (E, d) est un espace métrique, alors l’application (u,v) —
d(u,v) est continue de F x E dans R.

Voici maintenant les propriétés habituelles de “stabilité”.

PRropPOSITION 3.10. La composée de deuzx applications continues est continue : si
f:E— Fetg: F— G sont continues, alors go f : E — G est continue.

Démonstration. La preuve est immédiate par la caractérisation séquentielle de la
continuité (on peut aussi faire sans) : si ux — a, alors f(uy) — f(a), donc (go f)(ux) =
g(f(ug)) = g(f(a)) = (go f)(a) et donc g o f est continue.

COROLLAIRE 3.11. La continuité est préservée par somme, produit et passage a
linverse. De facon précise :

O

(i) La somme de deux applications continues a valeurs dans un evn est continue.

(ii) Le produit de deuz fonctions continues d valeurs scalaires est une fonction
continue.

(iii) L’inverse d’une fonction continue a valeurs scalaires ne s’annulant pas est une
fonction continue.

Démonstration. (i) Soient f,g : E — F deux applications continues, ou F' est un
evn. En notant S : F' x ' — F D'application “somme” et ® : E — F x F' ’application
définie par ®(u) := (f(u),g(u)), ona f+ g =5 o ®. Comme S et ¢ sont continues
(par les Corollaires 3.8 et 3.9), on en déduit que f + g est continue “par composition”.

On peut démontrer (ii) et (iii) en suivant le méme schéma que pour (i), i.e. en
écrivant le produit et I'inverse comme composées de deux applications continues. Les
détails sont laissés en exo. O

COROLLAIRE 3.12. Toute fonction polynomiale a coefficients complexes est conti-
nue sur C, et toute fonction rationnelle est continue sur son domaine de définition.

Démonstration. Exo. O

COROLLAIRE 3.13. Toute fonction d’une ou plusieurs variables réelles définie par
une “formule explicite” est continue sur son domaine de définition.

Démonstration. L’énoncé n’étant pas précis mathématiquement, la preuve ne le
sera pas non plus. On se contentera de dire que toute “formule explicite” est construite
a partir de fonctions usuelles (dont on sait qu’elles sont continues) en prenant des
sommes, des produits, des inverses et des compositions. (En étant un peu plus formel,
cela constituerait une définition par induction de la notion de “formule explicite”.) O

Tog(277—3) définit une fonction continue. Sur quel

Exemple. La formule f(x,y) :=
domaine ?
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3.4. Applications lipschitziennes.

DEFINITION 3.14. Soient (E,d) et (F,d) deux espaces métriques. On dit qu’une
application f : E — F est lipschitzienne s’il existe une constante k < oo telle que

Vu,ve E : d(f(u), f(v)) < kd(u,v).
On dit alors que f est k - lipschitzienne. Si E et F' sont des espaces vectoriels normés,
l'inégalité précédente s’écrit
Vu,ve B ¢ |f(v) = f(u)| < kv —ul.
REMARQUE 0. Toute application lipschitzienne est continue.

REMARQUE 1. Si f: E — F est lipschitzienne, il existe une plus petite constante
k < oo telle que f soit k-lipschitzienne. Cette constante s’appelle la constante de
Lipschitz de f, et se note Lip(f).

Démonstration. Posons k := inf {k € R"; f est k-lipschitzienne}. La définition a
un sens car l’ensemble dont on prend la borne inférieure est non-vide et minoré par
0. Par définition de k, on peut trouver une suite (k,)neny € R telle que f est ky, -
lipschitzienne pour tout n € N et k, — x. On a ainsi Vn Yu,v € E : d(f(u), f(v)) <
kpn d(u,v). En faisant n — o0, on en déduit que f est x-lipschitzienne; et il est clair
par définition que k est la plus petite constante k telle que f soit k- lipschitzienne. [J

d(f(u), f(v))
d(u,v)
REMARQUE 2. Les applications lipschitziennes restent les mémes si on remplace

les distances de E et de F' par des distances Lipschitz-équivalentes (mais les constantes

de Lipschitz peuvent changer).

Ezercice. Montrer que Lip(f) = sup { su,veEE | u# v} .

Démonstration. Exo. O

Exercice. Soient d et d’ deux distances sur un méme ensemble E. Montrer que d
et d’ sont Lipschitz-équivalentes si et seulement si les applications id : (E,d) — (E,d’)
et id: (E,d") — (E,d) sont lipschitziennes.

EXEMPLE 1. Soit (E,d) un espace métrique. Si A € E est un ensemble non-vide
(quelconque), alors l'application u — dist(u, A) est 1-lipschitzienne.

Démonstration. Soient u,v € E quelconques. Par définition de dist(u, A), on a
Vze A : dist(u, A) < d(u, z) < d(u,v) + d(v, 2).
En prenant “I'inf en z € A”, on en déduit dist(u, A) < d(u,v) + dist(v, A), i.e.
dist(u, A) — dist(v, A) < d(u,v). D’ou |dist(v, A) — dist(u, A)| < d(u,v) en échangeant
les roles de u et v. O
EXEMPLE 2. Si [ est un intervalle de R et si f : I — R est une fonction dérivable
en tout point, alors on a ’équivalence suivante : f est lispchitzienne si et seulement si

/" est bornée sur I; et dans ce cas, on a Lip(f) = | f/|ls. En particulier, toute fonction
f de classe C! sur un intervalle fermé borné [a, b] est lipschitzienne.

Démonstration. Soit f: I — R dérivable.
Supposons d’abord que f soit lipschitzienne. Alors

VeelVy+#ux : ’W < Lip(f).
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En fixant z et en faisant y — x, on en déduit |f'(z)| < Lip(f), pour tout x € I. Donc
1 est bornée et | f’||o < Lip(f).

Supposons maintenant que f’ soit bornée sur I, et posons k := | f/|s. Si z,y € [
alors, par le Théoréme des accroissements finis, on peut trouver c;, entre x et y tel
que f(y) — f(x) = f'(c)(y — x); donc |f(y) — f(z)] = |f'(cay)| |y — 2| < k|y — 2|, pour
tous z,y € I'; et donc f est lipschitzienne avec Lip(f) < k = | /|-

Si f est C! sur [a,b], alors f’ est continue sur [a,b], donc bornée; et donc f est
lipschitzienne. U

Ezercice. Soit E un espace métrique. Montrer que la somme de deux fonctions
lipschitziennes sur E a valeurs réelles est une fonction lipschitzienne, et que le produit
de deux fonctions lipschitziennes bornées est une fonction lipschitzienne.

3.5. Homéomorphismes.

DEFINITION 3.15. Soient E et E' deux espaces métriques. On dit qu’une application
f: E — E' est un homéomorphisme de E sur E' si f est bijective et si f et f~!
sont continues.

REMARQUE. Si f : E — E’ est un homéomorphisme de E sur F’, alors f~!: E' —
E est un homéomorphisme de E’ sur E. Donc il revient au méme de dire qu’il existe
un homéomorphisme de E sur E’ ou bien qu’il existe un homéomorphisme de E’ sur
E. Dans ce cas, on dit que E et E’ sont homéomorphes.

EXEMPLE 1. Soit I un intervalle de R, et soit f : I — R une fonction continue.
Alors f est injective si et seulement si f elle est strictement monotone ; et dans ce cas
f est un homéomorphisme de I sur U'intervalle I’ := f(I).

Démonstration. Cela a été vu en lére année (bien entendu, sans utiliser le mot
“homéomorphisme” ). O

EXEMPLE 2. L’application f : [0, 27 — T définie par f(t) := e’ est une bijection
continue, mais f n’est pas un homéomorphisme.

Démonstration. 11 est clair que f est continue et bijective; mais f~! n’est pas
continue au point z := 1 € T : en effet, si on pose z; := e'* = f(t) ol ty := 2w — %
pour k € N*, alors la suite (z;) tend vers e = 1 = £(0), mais f~!(z) = t; ne tend
pas vers f~1(1) = 0. O

Ezercice. Montrer qu’il n’existe pas de surjection continue de T sur [0,27[. En
particulier, T et [0, 27| ne sont pas homéomorphes.

4. Application linéaires continues

4.1. Critere de continuité. Le théoreme suivant est d’une tres grand utilité, a la
fois théorique et pratique. Il signifie en particulier que pour établir la continuité d’une
application linéaire (entre deux espaces vectoriels normés), il n’y a pas lieu d’utiliser
des € et des J.

THEOREME 4.1. Soient E et F deuz evn sur le méme corps K = R ou C. Pour
une application linéaire T : B — F, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) T est continue ;

(2) il existe une constante C' < oo telle que Vu e E : |T'(u)| < C ||ul|.
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De plus, si C est comme dans (2), alors T est C-lipschitzienne.

Démonstration. Supposons que (2) soit vérifiée avec une certaine constante C. Pour
tous u,v € F on a alors

|T(w) = T(u)| = [T(v—u)| < Cllv—ull.
Par conséquent T est C'-lipschitzienne, et donc continue.

Inversement, supposons que T soit continue. Alors T est en particulier continue
en 0. En prenant ¢ := 6 dans la définition de la continuité, on peut donc trouver § > 0
tel que
jul <6 = [T(w)]| = |T(u) = T(0)] < 6.
Soit maintenant u € E quelconque, u # 0. Si on pose o := § ﬁ, alors |u| = ¢ car

= 1. Donc ||T(2)|| < 6; autrement dit

[ (og)| <

O T(u) par linéarité ; donc HT (5 ”—Z”) H = ﬁ [T (w)]|. On obtient

HUH

lul

Mais T ((5 HUH> =

ainsi m [T (u)|| < 6, autrement dit

6
1T (u)| < 5 [[ul pour tout u # 0.

Cette inégalité est encore valable pour v = 0 puisque 7'(0) = 0; donc (2) est vérifiée
avec C := g- O

FEzxercice. Soit T : E — F une application linéaire. Montrer que si 1" est bornée sur
une boule B non triviale (i.e. de rayon r > 0), alors T est continue. En déduire que si
T est continue en au moins 1 point g, alors T' est continue.

COROLLAIRE 4.2. Si 'espace de départ E est un evn de dimension finie et si F
est un evn quelconque, alors toute application linéaire T : E — F' est continue.

Démonstration. Par équivalence des normes en dimension finie et comme E est
linéairement isométrique & K~ muni d’une certaine norme (¢f un exemple de la Section
1.5), on peut supposer que E = (K¥ | - |»). Dans ce qui suit, on note (e1,...,ey) la
base canonique de K

Soit T': KY¥ — F une application linéaire. Si u = (u1,...,uy) € E = KV, alors

(o) -

IT(w)] =

N

Z JusT(

N
2 sl [T'(e;)]

A

N

Julloo x Z IT(e;)l
j=1
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Donc le critere de continuité est vérifié avec C' := Zjvzl |T(e;)| (qui est bien une
constante indépendante de u € E). g

Ezercice. Un calcul presque identique a déja été fait dans ce chapitre. A quel
moment 7

4.2. Norme d’une application linéaire continue. Si F et F' sont des evn sur
le méme corps K, on notera L(FE,F) lensemble de toutes les applications linéaires
continues de F dans F. Il est évident que L(FE, F') est un espace vectoriel. Si E = F,
on écrit L(E) au lieu de L(E, E).

DEFINITION 4.3. Soient E et F' des evn. Pour T € L(E, F), on pose

T

T =
Tleqe.ry o= sup § 1

REMARQUE 1. Par le critere de continuité, si T' € L(E, F) alors ||T| g ) est un
nombre réel bien défini. En fait, |T|,g ) est la plus petite constante C telle que
Vue E : |T(u)| < Clul. Donc, pour une application linéaire T : E — F' et pour
C € R*, I'équivalence suivante a lieu :

(4.1) T est continue et [Tz pp) < C <= Yue E : |T(u)| < Clul.

Ezercice. Montrer que si T' € L(E, I), alors || z(g, ) est la constante de Lipschitz
de T.

Remarque 2. On a aussi
\Tl 2e,ry = sup{[T(w); u] <1} = sup {[T(w)[; [lul = 1}.
Démonstration. Notons C< et C- les deux nouveaux “sup” considérés, C< :=
sup {H’_T(u)”7 HuH < 1} et O_ := sup {HT(u)H’ Hu” = 1} Par déﬁnition, on a évidemment
C_ <Cg.
Siue E vérifie |u| < 1, alors |T'(u)| < [T zz,r) [v| < |T]ze,r)- Ceci étant vrai
pour tout u vérifiant |ul <1, on en déduit C< < |T'|z(g,F) par définition de C«.
u | u
Tl 1, donc HT (HHH)H < C_ par
|7 (w)]

np < C=. Ainsi, |T(u)| < C= |Juf pour tout u # 0.
Ceci est vrai aussi pour u = 0, donc |T'|z(g, ) < C= par définition de [Tz g, F)-

Par ailleurs, pour v # 0 quelconque, on a

définion de C- ; autrement dit

Au total, on voit que [Tz r) < O= < C< < |T'|£(g,F), donc les trois constantes
sont égales. O

Remarque 3. Pour tout evn E, on a |ldg| g = 1.
Démonstration. C’est évident. O
La proposition suivante dit que la notation ||T'| (g, ) n’est pas délirante.

PROPOSITION 4.4. Si E et F' sont des evn, alors | - ||zpr) est une norme sur
L(E,F).

Démonstration. Pour économiser de la place, on écrira |T| au lieu de |T|z(g,F)-

Il est évident que ||T'| = 0 pour tout T' € L(E, F') et que |0|| = 0.
Si |T| = 0, alors |T'(u)| = 0 pour tout u # 0, i.e. T(u) = 0. Comme 7'(0) = 0
également, on a donc T = 0.
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Si A e K, alors | AT = sup{|AT (u)]; ||u| < 1}, et comme |[AT(u)| = |A| |7 (u)], on
en déduit immédiatement que [|AT|| = [A| [T].
SiT,SeL(E,F), alors
[T+ S)(W)l < |T)| + [S@)| < (T + S [ul - pour tout u e E,
et donc |7+ S| < ||T + | S| d’apres (4.1). O

Remarque 1. La norme | - |z F) dépend des normes | - [ et | - ||» données sur
FE et F'; on dit que cette norme est subordonnée aux normes de E et F'. Cependant,
si on remplace les normes de E et de F' par des normes équivalentes, on obtient une
norme équivalente sur L(E, F).

Démonstration. C’est un exo de compréhension des définitions. ]
Remarque 2. Lorsque E = KV, alors £L(E) = L(K") s’identifie & My (K). Donc,
A toute norme | - | sur KV est associée une norme subordonnée sur My (K). Si A €

My (K), on a ainsi
| Allary ) = sup {[| Aul; we KV, Jlul < 1}.

CONVENTION. On écrira désormais | - | au lieu de || - (g r)-
EXEMPLE 1. Soit E := (K¥,|| - ||), et soit | - | la norme subordonnée sur My (K).
Pour toute matrice A = (a; ;) € My (K), on a
N
Al = .
lAl = max ; |ai 51
= max (HAelHl, . ||AeN||1) .

Démonstration. Posons C' := 11225\[ ZZ 1 lai )

Siu= Z uje; € KN alors

S

IS

I
1=
<
1=

(I@jUj) €;

|ai g |ugl

Donc

N
|Aully = Z Z @, U

i=1

@
Il
—_

Il
u M= MZ
e

N
|u]| Z jai il < C x 3 lujl = C ul;
j=1

et donc |4 < C
N
Inversement, pour j = 1,...,N , on a Ae; = )] a;je;. Donc
i=1

Z |aij| = [Aejly < [Af lejl = Al pour tout j e [1, N];

et donc HAqu >
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Ezercice 1. Trouver la norme sur My (K) subordonnée a la norme | - [o.

Ezercice 2. Soit E := (K| - |1), et soit F' un evn quelconque. Montrer que si
T e L(E,F), alors |T| = max (HT(el)H, ce HT(@N)H).

EXEMPLE 2. Soit E := (RY,| - |2) Pour tout a € E, notons ®, : E — R la forme
linéaire définie par ®,(u) := (u,a). Alors ®, est continue et |D,| = |al|2.

Démonstration. Le résultat est évident si a = 0, donc on suppose a # 0. On
a |Pq(u)| < [la]|u| pour tout u € E d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, donc

|®,| < |a|. Inversement, en prenant u := Tal (qui est de norme 1), on a [®,| =
|a(u)] = 4 (@, a) = [a]. O

EXERCICE. Pour a = (a1,...,ax) € RV, soit ®, : RY — R la forme linéaire définie
par

N
@a(u) = Z AjUsj.
J=1

Déterminer |®,| lorsqu’on munit RY de la norme | - |1 ; de la norme | - ||.

Dans la proposition suivante, on note AB au lieu de A o B la composée de deux
applications linéaires A et B. La proposition dit que les normes d’applications linéaires
possedent une (treés importante) propriété de sous-multiplicativité.

PROPOSITION 4.5. Soient E,F,G des evn. Si B € L(E,F) et A€ L(F,G), alors
|AB| < [A]|B].

Démonstration. On a [AB(u)| = |A(B(u))| < [Al|B(w)| < [|A]|B][u] pour
tout u e E. t

COROLLAIRE 4.6. Soit E un evn. Si T € L(E), on pose T® := Id et T* := To---oT
pour tout entier k = 1. Alors |T*|| < |T|* pour tout k € N.

Démonstration. C’est vrai pour k = 0 car |[[d| = 1. Ensuite, on procede par
récurrence en utilisant la proposition. O

COROLLAIRE 4.7. Si E est un evn, alors “le produit est continu sur L(E)” ; autre-
ment dit, Uapplication (A, B) — AB est continue de L(E) x L(E) dans L(E).

Démonstration. Soit (Ag, Br) une suite tendant vers (A, B) dans L(E) x L(E).
Pour tout £ e N, on a

|AxBr — AB| = [Ap(Br — B) + (Ax — A)B|
< [Ax(Be = B)|[ + [[(Ar — A)B]|
< Akl [Bx = Bl + |Ax — Al B;

donc Ay By, — AB car |Ay — A et | By — B|| tendent tous les deux vers 0 et ||Ag| reste
borné. 0

EXERCICE. Soit | - | une norme sur My (K) subordonnée a une certaine norme
sur K. Montrer que si H € My(K) vérifie [H| < 1, alors Id — H est inversible et
(Id— H)™' = Y77, H*, ot la série converge dans My (K).



Chapitre 2

Vocabulaire topologique

1. Ouverts et fermés
1.1. Ensembles ouverts; voisinages d’un point.

DEFINITION 1.1. Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu’un ensemble O < E

est un ouvert de (E,d) si, pour tout point a € O, on peut trouver r = r, > 0 tel que
B(a,r) < O.

Remarque 0. Au lieu de “ouvert de (F,d)”, on peut aussi dire “ouvert pour d”, ou
simplement “ouvert de E” si la distance d est clairement spécifiée.

Remarque 1. On obtient une définition équivalente en remplagant la boule ouverte
B(a,r) par la boule fermée B(a,r) (si B(a,r) € O, alors B(a,r/2) € O...)

Remarque 2. Si d et d sont deux distances Lipschitz-équivalentes sur un méme
ensemble F, alors elles définissent les mémes ouverts.

Démonstration. Choisissons des constantes C' et C’ telles que d(u,v) < Cd'(u,v)
et d'(u,v) < C’"d(u,v) pour tous u,v € E. Dans ce qui suit, on note By les boules pour
la distances d et By les boules pour d'.

Soit O un ouvert de (E,d). Pour a € O donné, on peut trouver r > 0 tel que
Bj(a,r) < O. Si on pose ' :=r/C, alors By(a,r") € Bg(a,r) car d(u,a) < Cd(u,a)
pour tout u € E'; donc By (a,r’) € O. Ceci étant vrai pour tout a € O, on en déduit
que O est un ouvert de (E,d’). On montre de méme que tout ouvert pour d’ est ouvert
pour d. O

CONVENTION. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, on dira qu'un en-
semble O € FE est un ouvert de E si c’est un ouvert pour n’importe quelle norme
sur E. Ceci a un sens d’apres la Remarque 2, puisque toutes les normes sur E sont
équivalentes.

EXEMPLE 1. Soit I un intervalle de R. Alors I est un ouvert de R si et seulement
si c’est un intervalle ouvert, i.e. de la forme o, B[ avec —0 < a < < .

Démonstration. Supposons que I soit de la forme o, 5[, et soit a € I quelconque.
Comme o < a < f3, on peut trouver r > 0 tel que « < a—71 et a +r < . Alors
la—r,a+7r| S ]a, B[ = I, autrement dit B(a,r) < I. Ceci étant vrai pour tout a € I,
on en déduit que I est un ouvert.

Inversement, supposons que I ne soit pas un intervalle ouvert. Alors I est par
exemple de la forme [, 5[. Le point a := « est dans I, mais pour tout r > 0, la boule
B(a,r) = Ja — r,a + r[ déborde de I (sur la gauche); donc I n’est pas un ouvert de
R. O

EXEMPLE 2. Si (F,d) est un espace métrique quelconque, alors toute boule ouverte
B(xzg,r) est un ouvert de E.

27
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Démonstration. Soit a € B(xo,r) quelconque. Comme d(a, zy) < r, on peut choisir
re > 0 tel que rq + d(a,zp) < r (par exemple r, := r — d(a,zp)!). D’apres l'inégalité
triangulaire, on a alors B(a,r,) € B(xg,r) (ex0). Ainsi, pour tout a € B(xg,r) on a
trouvé r, > 0 tel que B(a,r,) € B(xg,r), donc B(zg,r) est un ouvert de E. O

EXEMPLE 3. Si d est la distance discréte sur un ensemble F, alors tout ensemble
A <€ FE est ouvert pour d.

Démonstration. Si a € A, alors B(a,1) = {a} < A. O

REMARQUE. Pour une raison qui apparaitra clairement dans quelques lignes, on
dit qu'un espace métrique E est topologiquement discret si toutes les parties de F
sont des ensembles ouverts.

PROPOSITION 1.2. Soit (E,d) un espace métrique, et notons Ty la famille de tous
les ouverts de (E,d). La famille T4 posséde les propriétés suivantes :

(TO) 4 contient & et E (autrement dit : J et E sont des ouverts) ;

(T1) T4 est stable par réunions quelconques (si (O;)icr est une famille quel-
conque d’ouverts, alors O = | J, O; est encore un ouvert) ;

(T2) %4 est stable par intersections finies (si O1,...,On sont ouverts, alors
O =01 n---n O est encore ouvert).

Démonstration. La propriété (T0) est évidente.

(T1) Soit (O;)ier une famille quelconque d’ouverts de E et soit O := [ J, O;. Si
a € O, on peut trouver un indice ¢ tel que a appartienne a 'ouvert O;, puis r > 0 tel
que B(a,r) < O;. Alors B(a,r) € O; et ceci étant vrai pour tout a € O, on en déduit
que O est un ouvert.

(T2) Soient Oy,...,0On des ouverts de E, et soit O := O1()---[)On. Sia € O,

on peut, pour ¢ = 1,..., N, trouver r; > 0 tel que B(a,r;) € O;. Si on pose r :=
min(ry,...,ry), alors B(a,r) € B(a,r;) pour tout i € {1,...,N}, donc B(a,r) <
O1n---nOn = 0. Comme a € O est quelconque, cela montre que O est un ouvert
de E. O

COROLLAIRE 1.3. Dans un espace métrique, un ensemble O est ouvert si et seule-
ment st c¢’est une réunion de boules ouvertes.

Démonstration. D’apres la proposition, une réunion de boules ouvertes est un ou-
vert (car les boules ouvertes sont des ouverts). Inversement, si O < E' est ouvert, alors
O est par définition la réunion de toutes les boules ouvertes de E contenues dans O. [

Ezercice. Montrer qu’en général, une intersection quelconque d’ouverts n’est pas
un ouvert.

REMARQUE. Si E est un ensemble abstrait, une famille ¥ de parties de E vérifiant
les propriétés (T0), (T1), (T2) ci-dessus s’appelle une topologie sur E. Si d est
une distance sur F, la topologie %4 s’appelle la topologie définie par d. Un espace
topologique est un ensemble £ muni d’une topologie. Ainsi, tout espace métrique est
en particulier un espace topologique.

FEzercice. Soit E un ensemble contenant au moins 2 points, et soit ¥ := {J, F'}.
Montrer que ¥ est une topologie sur F, et que ¥ ne peut pas étre définie par une
distance.
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DEFINITION 1.4. Soit E un espace métrique, et soit a € E. On dit qu’'un ensemble
V € E est un voisinage de a dans E s’il existe un ouvert O tel quea€ O et O < V.

Remarque 1. 1l revient au méme de dire qu’il existe r > 0 tel que B(a,r) S V.
Démonstration. C’est un exo facile. O

Remarque 2. Par définition, si V' est un voisinage de a, alors tout ensemble V'
contenant V est encore un voisinage de a.

Remarque 3. Un voisinage de a n’a aucune raison d’étre un ouvert. Par exemple,
[0,1] est un voisinage de 1/2 dans R (et en fait un voisinage de tout point a €]0,1[). De
méme, dans un espace métrique quelconque, toute boule fermée B(a,r) est un voisinage
de a (car la boule fermée contient la boule ouverte).

REMARQUE 4. Pour tout ensemble W < E, on a I’équivalence suivante :
(W est ouvert) <= (W est un voisinage de chacun de ses points).

Démonstration. C’est évident d’apres la Remarque 1. O

1.2. Ensembles fermés.

DEFINITION 1.5. Soit (E,d) un espace métrique, et soit C < E. On dit que C' est
un fermé de (E,d) s’il “contient tous ses points limites” ; autrement dit si, a chaque
fois qu’une suite de points de C' converge vers un point de E, sa limite appartient
encore a C. Avec plus de symboles mathématiques : C est fermé si, pour toute suite
(ug) < C telle que up, > a€ E, on a que a € C.

Remarque. Deux distances Lipschitz-équivalentes définissent les mémes fermés (c’est
évident puisqu’elles définissent les mémes suites convergentes). On conviendra donc que si E
est un espace vectoriel de dimension finie, I’expression “fermé de E” signifiera “fermé
pour la distance associée n’importe quelle norme”.

EXEMPLE 1. Dans R, un intervalle est un ensemble fermé si et seulement I = R
ou bien I est de la forme [a, ], [a, 0] ou |—o0, f].

Démonstration. Montrons par exemple que tout intervalle de la forme [a, o0 est
fermé dans R. Soit (ux) S [«, 0] convergeant vers a € R. On a uy = « pour tout k,
donc a = limuy, = « car les inégalités larges se conservent a la limite.

Inversement, soit I = («, ) un intervalle qui est un fermé de R. Il s’agit de voir
que I contient « si @« > —0o0 et contient 8 si 8 < 00. Supposons « > —o0. Choisissons
une suite (uy) telle que ux > « pour tout k et uy — a. Alors uy, € Jo, B[ < I pour k
assez grand ; et comme [ est supposé étre un fermé de R, cela montre que o € I. La
preuve que S € I si b < o0 est la méme. O

EXEMPLE 2. Dans un espace métrique quelconque, toute boule fermée B(zo,r) est
un ensemble fermé. En particulier, tout singleton {a} est un ensemble fermé (puisque
{a‘} = E(aa 0))

Démonstration. Soit (uy) une suite d’éléments de B(zo,r) convergeant vers a € E.
Alors d(ug,x) — d(a,zq) car la fonction v — d(u,zg) est continue sur E. Comme
d(ug,zp) < r pour tout k, on obtient donc d(a,xp) < r en passant a la limite; donc
a € B(zo,r). O
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EXEMPLE 3. Si (F,d) est un espace métrique discret (i.e. d est la distance discrete),
alors tout ensemble A € F est fermé.

Démonstration. Soit A € E quelconque, et soit (uy) une suite de points de A
convergeant vers un point a € E. Comme u; — a, on peut trouver K € N tel que
d(ug,a) < 1 pour tout k > K. Par définition de la distance discréte, on a donc ux = a
pour tout k > K, et en particulier a € A. O

EXEMPLE 4. Soit F un evn quelconque. Si F' € E est un sous-espace vectoriel de
dimension finie, alors F' est fermé dans E.

Démonstration. Soit (ug)reny une suite d’éléments de F telle que up — u € E :
on veut montrer que v € F. Comme |u; — up| < [lup — ul| + |u — uqf, on voit que
|ug —up| — 0 quand p, g — 0. Comme dim(F') < 0o, on en déduit (critere de Cauchy)
que (ug) converge dans F, i.e. up, — u' € F. Par unicité de la limite, on a v’ = u; et
donc u € F. O

La (trés importante) proposition suivante montrer que les notions d’ouvert et de
fermé sont “duales” 'une de Iautre.

PROPOSITION 1.6. Dans un espace métriqgue E, un ensemble C < E est fermé si
et seulement si son complémentaire E\C' est ouvert.

Démonstration. (i) Supposons que C' soit fermé. Soit a € O := E\C quelconque.
Par I’absurde, supposons qu’on ne puisse pas trouver r > 0 tel que B(a,r) < O. Cela
signifie que pour tout r > 0, il existe un point u” € E tel que d(u",a) < r et u" ¢ O,
i.e. " € C. En prenant r := %, k € N* et en posant uy := u'/*, on obtient une suite
(ug) € FE telle que d(ug,a) < % et up € C pour tout k. Alors up, — a; donc a € C
puisque C' est supposé fermé, ce qui est absurde puisque a € O = E\C. Ainsi, on a

bien montré qu'il existe r > 0 tel que B(a,r) < O.

(ii) Supposons maintenant que O = E\C' soit ouvert. Soit (uy) une suite quelconque
d’éléments de C convergeant vers un point a € E. Par I'absurde, supposons que a ¢ C,
i.e. a € O. Comme O est ouvert, on peut trouver r > 0 tel que B(a,r) € O ; et comme
up — a, on peut trouver k tel que uy € B(a,r). Alors upy € O = E\C, ce qui est
absurde. Ainsi a € C, ce qui prouve que C est fermé. O

COROLLAIRE 1.7. Si E est un espace métrique, la famille des fermés de E posséde
les propriétés suivantes : J et B sont des fermés; toute intersection de fermés est un
fermé ; et toute réunion finie de fermés est un fermé.

Démonstration. Cest évident d’aprées la proposition 1.6 et la Proposition 1.2, en
“passant aux complémentaires”. O

Exercice. Donner un exemple d’un ensemble A € R qui ne soit ni ouvert ni fermé.

1.3. Convergence et continuité (bis). Les deux remarques suivantes montrent
que la convergence et la continuité peuvent se reformuler sans faire explicitement appel
aux distances, mais uniquement en termes de voisinages (et donc uniquement en termes
d’ouverts). Cela signifie que la convergence et la continuité sont des notions topologiques
et pas réellement “métriques”.

REMARQUE 1.8. Soit E un espace métrique, (uy) une suite de points de E et a € E.
Alors

(up — a) < (VV voisinage de a, 3K tel que Vk = K : ug € V).
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Démonstration. C’est “évident” ; ce qui signifie qu’il faut écrire les deux lignes de
preuve pour s’en convaincre tout a fait. ]

REMARQUE 1.9. Soient F, F' des espaces métriques, f : E — F et a € E. Alors
(f continue en a) <= (VYW voisinage de a, 3V voisinage de a tel que f(V) < W).

Démonstration. C’est & nouveau “évident” (écrire les détails). O

La proposition qui suit est importante car elle ouvre la porte a une “autre facon de
penser” ; et elle est aussi tres utile en pratique. Rappelons que pour toute application
f:E — F,onnote f~}(A) 'image réciproque par f d’un ensemble A C F :

J7HA) = fue B; f(u)e A}.

Rappelons aussi que les images réciproques se comporte bien par rapport aux

opérations ensemblistes :

FHAY = (F1A), ! (UAz-) =Jr ), (ﬂAi) =

i€l 1€l el i€l
PROPOSITION 1.10. Soient E et F deux espaces métriques. Pour une application
f: E— F, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) f est continue;
(2) pour tout ouvert O € F, f~1(O) est ouvert dans E ;
(3) pour tout fermé C < F, f~1(C) est fermé dans E.

Démonstration. L’équivalence de (2) et (3) est claire par la Proposition 1.6 en
“passant aux complémentaires”, car f~!(A¢) = ( 1(A)) pour tout ensemble A < F.

Supposons f continue, et montrons que (2) est vérifiée. Soit O < F un ouvert
quelconque, et soit a € f~1(0). Alors f(a) appartient & I'ouvert O, donc on peut
trouver ¢ > 0 tel que B(f(a),e) < O. Comme f est continue en a, on peut ensuite
trouver § > 0 tel que f(B(a,d)) = B(f(a),e). Alors f(B(a,d)) < O, autrement dit
B(a,d) < f~1(0). Comme on est parti d’un point quelconque a € f~1(0), cela montre
que f71(O) est un ouvert de E.

Supposons maintenant (2) vérifiée, et montrons que f est continue. Soit a € E quel-
conque, et soit € > 0. Alors B(f(a),e) est un ouvert de F, donc O := f~!(B(f(a),¢))

est un ouvert de E. Comme a € O (puisque f(a) = --- f(a)), on peut donc trouver
6 > 0 tel que B(a,d) = O, autrement dit f(B(a,d)) = B(f(a),e). Comme € > 0 est
arbitraire, cela montre que f est continue en tout point a € F. O

Remarque. Par la Proposition 1.10, deux espaces métriques E et I’ sont homéomorphes
si et seulement si il existe une bijection f : E — F telle que f~1(U) est ouvert dans
E pour tout ouvert V' < F et f(U) est ouvert dans F' pour tout ouvert U € E. Cela
signifie que F et F' sont “indistinguables en tant qu’espaces topologiques”.

Ezercice 1. Soient E, F' des espaces métriques, f : E — F et a € E. Montrer que
f est continue au point a si et seulement si la propriété suivante a lieu : pour tout
voisinage W de f(a) dans F, I'ensemble f~!(W) est un voisinage de a.

Ezercice 2. Donner un exemple d’une fonction continue f : R — R et d’un ouvert
O < R tels que f(O) ne soit pas ouvert.
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EXEMPLE 1. Soit F un espace métrique, soit a € E et soit r > 0. Si on note
f: E — R la fonction u — d(u,a), alors B(a,r) = {u; f(u) <r} = f"1(]-o0,r[).
Comme | — o0, r[ est un ouvert de R et comme f est continue, cela “explique pourquoi”
B(a,r) est un ouvert de E. De méme, B(a,r) = f~! (]—oo,r]), donc B(a,r) est un
fermé de E car |—oo,r] est un fermé de R.

EXEMPLE 2. Soit E un espace métrique, soit a € E et soit = 0. Notons S(a,r) :=
{u € E; d(u,a) = r} la sphére de centre a et de rayon r. Alors S(a,r) est un fermé
de E.

Démonstration. On a S(a,r) = f~1({r}), ou f : E — R est la fonction continue
u+— d(u,a); d’ou le résultat car le singleton {r} est un fermé de R. O

Exemple 3. L’ensemble V := {(z,y) e R?; 2 >0,y > 0et y < 1/x} est un ouvert
de R?, et I'ensemble C := {(z,y,2) e R?; £ >0, y3 + 522 <6 et 2° —y? + 2% = 1} est
un fermé de R3.

Démonstration. On a V = {(z,y); = > 0} n {(z,y); y > 0} n {(z,y); zy < 1}.
Autrement dit, V = f_l(](),oo[) ng ! (]0,00[) N h_l(]—oo,l[), ou f,g,h : R> > R
sont les fonctions définies par f(z,y) := z, g(x,y) := y et h(z,y) := xy. Comme |0, o[
et |—oo, 1] sont des ouverts de R et comme les fonctions f, g, h sont continues, on voit
ainsi que V apparait comme 'intersection de 3 ouverts de R2, et par conséquent V est
ouvert. De méme, on a C' = f~1([0,00[) ng~*(]—0,6]) nh~1({1}), ot f(z,y,2) :=x,
g(z,y,2) == y>+52% et h(z,y, 2) := 25 —y?+ 2% Ainsi, C apparait comme I'intersection
de 3 fermés de R? (car [0, [, | — o0, 6] et {1} sont des fermés de R et les fonctions f, g, h
sont continues), et donc C' est un fermé. O

EXEMPLE 4. GLx(K) est un ouvert de My (K).

Démonstration. On a GLy(K) = {M € My(K); det(M) # 0} = ®~1(K\{0}), on
® est I'application continue M — det(M). Comme K\{0} est un ouvert de K (car {0}
est fermé), on en déduit le résultat souhaité. O

REMARQUE. Il y a un principe général a retenir des exemples précédents : les
inégalités strictes et les “non égalités” définissent des ouverts, tandis que les inégalités
larges et les égalités définissent des fermeés.

Ezercice 1. Montrer que 'ensemble C := {(x,y) e R?; 2 >0,y > 0et y = 1/z} est
un fermé de R2. (Il est judicieux de commencer par ré-écrire C' de facon un peu différente.)

FEzxercice 2. Montrer que ’ensemble des matrices symétriques et ’ensemble des
matrices nilpotentes sont des fermé de My (R).

1.4. Distances topologiquement équivalentes.

DEFINITION 1.11. Soient d et d' deux distances sur un méme ensemble E. On dit
que d et d’ sont topologiquement équivalentes si clles définissent la méme topologie ;
autrement dit, si tout ouvert pour d est ouvert pour d et vice versa.

Cette définition peut se traduire en termes de suites :

LEMME 1.12. Deuz distances d et d' sur E sont topologiquement équivalentes si
et seulement si elles possedent les mémes suites convergentes; autrement dit, si toute
suite convergeant pour d converge aussi pour d (vers la méme limite) et vice versa.
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Démonstration. Si d et d possedent les mémes suites convergentes, alors elles
définissent les mémes fermés par définition d’un fermé ; donc elles définissent les mémes
ouverts (i.e. sont topologiquement équivalentes) d’apres la Proposition 1.6. Inverse-
ment, si d et d’ sont topologiquement équivalentes, alors elles possedent les mémes
suites convergentes car la convergence des suites est une “notion topologique” (cf la
Remarque 1.8). n

COROLLAIRE 1.13. Si deuz distances sur E sont Lipschitz-équivalentes, alors elles
sont topologiquement équivalentes.

Ezxercice 1. Soient E et F des espaces métriques. Montrer que les applications
continues entre F et F' restent les mémes si on remplace les distances de F et F' par
des distances topologiquement équivalentes.

Ezercice 2. Soit E un espace vectoriel. Montrer que deux normes sur E définissent
des distances topologiquement équivalentes si et seulement elles sont équivalentes en
tant que normes.

Ezercice 3. Soit (E,d) un espace métrique. Montrer que la formule §(u,v) :=
min(l, d(u, v)) définit une distance topologiquement équivalente a d.

Ezercice 4. Soit E un evn, E # {0}. Montrer qu’il existe sur E une distance
topologiquement équivalente a la distance définie par la norme de F, mais qui ne peut
pas étre définie par une norme.

2. Intérieur, adhérence, frontiere

2.1. Intérieur d’un ensemble.

DEFINITION 2.1. Soit E un espace métrique, et soit A = E. On dit qu’un point
a € E est intérieur a A s’il existe un ouvert V tel que a €'V et V < A; autrement
dit, si A est un voisinage de a. On note A l’ensemble des points de E intérieurs a A.

Remarque 0. La définition se reformule somme suit : a est intérieur a A si et
seulement si on peut trouver r > 0 tel que B(a,r) < A.

Remarque 1. On a évidemment Ac A

Remarque 2. L’opération de prise d’intérieur est croissante : si A € B, alors A € B.

EXEMPLE 1. Prenons E = R. Si A < R est un intervalle (a, b) de nature quelconque,
alors A est l'intervalle ouvert |a, b|.

Démonstration. Exo. O

°

° — =
EXEMPLE 2. Dans E =R, ona Q=g et R\Q = (.

Démonstration. Soit a € R quelconque. Tout ouvert V' contenant a contient un
intervalle ouvert non-vide, et donc contient des points de Q et des points de R\Q.
Donc a ne peut étre intérieur ni a R\Q, ni a Q. O

EXEMPLE 3. Soit E un espace vectoriel normé. Si xg € E et r > 0, alors I'intérieur
de la boule fermée B(zg,r) est la boule ouverte B(zg, ).
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Démonstration. Si a est un point quelconque de B(wg,r), alors B(zo,r) est un
voisinage de a car B(xg,r) est un ouvert de E ; donc tout point de B(zg, r) est intérieur
A B(xo,r).

Inversement, soit a un point intérieur & B(wg, 7). Alors a appartient en particulier
A B(wg,r), i.e. |a—xo| < 7. Il ’agit de voir qu’en fait |a — ol < r.

Par I’absurde, supposons que |a — xq| = r. Pour € > 0, posons u. := a + e(a — ).
On au: —xyp = (1 +¢)(a — xg), donc |us — zol| = (1 +¢)a—zo| = (1 +¢&)r > r.
Ainsi, u. ¢ B(xg,7). (Faire un dessin pour se convaincre que cela est évident, méme sans
calcul.) Cependant, comme a est intérieur & B(zg,r), on peut trouver r, > 0 tel que
B(a,r,) € B(xg,r). Comme u. — a quand € — 0, on peut ensuite trouver ¢ > 0 tel
que u: € B(a,r,); et ainsi u. € B(xg,7), ce qui est la contradiction cherchée. O

Ezercice. Montrer que dans un espace métrique quelconque, une boule ouverte
B(a,r) est toujours contenue dans l'intérieur de la boule fermée B(a,r), mais qu’'on
n’a pas forcément égalité.

PROPOSITION 2.2. Soit E un espace métriqgue. Si A < F, alors A est un ouvert
de E, et c’est le plus grand ouvert de E contenu dans A.

Démonstration. Par définition, A est 1a réunion de tous les ouverts de E contenus
dans A. Donc A est un ouvert par la Proposition 1.2, et ¢’est visiblement le plus grand
ouvert contenu dans A. O

COROLLAIRE 2.3. Si A € E, alors (A ouvert) < (A= A) — (Ac A).

Démonstration. 11 suffit de remarquer d’une part que A est ouvert si et seulement
si A est le plus grand ouvert de E contenu dans A (!), et d’autre part que A = A si et
seulement si A € A car l'inclusion A € A est toujours vraie. O

COROLLAIRE 2.4. L’opération de prise d’intérieur est idempotente : pour tout
ACFE, ona A = A.

Démonstration. C’est évident par le corollaire précédent puisque A est un ouvert.

O

o

—N o o
COROLLAIRE 2.5. Si A,B< E alors AnB=AnB.

Démonstration. Comme A n B est un ouvert contenu dans A n B,ona An B <
o

o o

— — o —N ° . L. .
A n B. Inversement, An B < A et An B € B par croissance de 'opération de prise

e s — o o
d’intérieur, donc An B < A n B. O

o

— o o
Exercice. Quelle relation y a-t-il entre Au B et A U B? Plus généralement, si
Si (A;)ier est une famille de parties de E, quelle relation y a-t-il entre 'intérieur de

Uz’e] A; et Uiel A7
2.2. Adhérence d’un ensemble.
DEFINITION 2.6. Soit E un espace métrique, et soit A € E. On dit qu’un point

u € E est adhérent a A si tout voisinage V' de u rencontre A (i.e. V.n A # & pour
tout voisinage V' de u). On note A l’ensemble des points de E adhérents a A.

Remarque 0. La définition se reformule comme suit : u est adhérent & A si et
seulement si Ve > 0 Ja € A tel que d(u,a) < e.
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Remarque 1. On a évidemment A < A.

Remarque 2. L’opération de prise d’adhérence est croissante : si A < B, alors
A cCB.

REMARQUE 3. Les notions d’intérieur et d’adhérence sont “duales” au sens suivant :
pour tout A\F, on a

o o

_ — .
(2.1) A=E\( E\A), autrement dit E\A = E\A .
En remplagant A par E\A, on en déduit
(2.2) E\A=E\A.

Démonstration. C’est “évident par définition” : pour w € F, on a les équivalences

u¢ A <= dV voisinage de utel que Vn A = &
<= 3V voisinage de u tel que V < F\A

<= FE\A est un voisinage de u

o

—
< wue E\A.

U
EXEMPLE 1. Prenons £ =R. Sia,be R et a < b, alors |a,b[ = [a,b].
Démonstration. Exo. O
EXEMPLE 2. Dans R, on a @ = R = R\Q.
Démonstration. C’est clair d’apres (2.1) ou (2.2) puisque /]1_{\6 = =0Q. O

EXEMPLE 3. Si A est une partie (non-vide) majorée de R, alors sup A € A:siA
est minorée, alors inf Ae A.

Démonstration. Supposons A majorée, et soit 3 := sup A. Par définition, pour tout
e > 0, on peut trouver a € A tel que f —¢ < a < 3, et donc |3 —a| <e. Donc e A
par définition de A. O

EXEMPLE 4. Dans un espace vectoriel normé, 'adhérence d’une boule ouverte non
triviale est la boule fermée correspondante.

Démonstration. Soit B = B(xg,r) une boule ouverte de E, avec r > 0.

Si u € B, on peut pour tout € > 0 trouver un point a € B tel que |u — a| < ¢, ce
qui entraine ||u — zg| < |u—a| + |a — zo| < e+ 7. Ceci étant vrai pour tout € > 0, on
a donc |u — xg| < 7 pour tout u € B, i.e. B < B(xo,r).

Inversement, soit u € B(zg, 7). Pour tout € €]0,1[, le point a. := u — e(u — zg) =
exo + (1 — e)u vérifie ||ac — zo| = (1 —¢) ||lu — o] < r (donc a. € B), et |a. — u| =
e llu — xg|. Comme e est arbitraire, on voit ainsi qu’on peut trouver des points de
B(xzg,r) arbitrairement proches de u, autrement dit que u est adhérent a B(zo,r).
Ainsi, B(xo,7) S B. O

PROPOSITION 2.7. Soit E un espace métrique. Si A € E, alors A est un fermé
de E, et c’est le plus petit fermé de E contenant A.
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_ — _
Démonstration. Comme EF\A = FE\A est ouvert, A est un fermé de E. Si C
est un fermé contenant A, alors V := E\C est un ouvert contenu dans E\A, donc

— __ _ _
E\C ¢ E\A = E\A et donc C 2 A. Ainsi, A est bien le plus petit fermé de E
contenant A. m

COROLLAIRE 2.8. Si AC E, alors (A fermé) <= (A =A) < (A C A).
Démonstration. Exo. O

COROLLAIRE 2.9. l'opération de prise d’adhérence est idempotente : pour tout A =
E,onaA=A.

Démonstration. C’est clair puisque A est fermé. O
COROLLAIRE 2.10. Si A/ B< E, alors AuB=A UB.

__ Démonstration. Comme AU E est fermé et contient AU B,ona AUB < A U
B. Inversement, A < Au B et B < Au B par croissance de I'opération de prise
d’adhérence, donc A U B < AU B. O

FEzercice. Quel lien y a-t-il entre An Bet A nB?

COROLLAIRE 2.11. Si E est un espace métrique quelconque, alors l’adhérence d’une
boule ouverte B(xg,r) est toujours contenue dans la boule fermée B(xq,r).

Démonstration. On a B(xg,7) < B(zg,7), et on sait que B(zg,r) est un fermé
de E. O

La proposition suivante montre que 'adhérence d’un ensemble A est exactement
I’'ensemble de ses “points limites”.

PROPOSITION 2.12. Soit E un espace métrique, et soit A < E. Pour un point
u € E, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) ue A ;
(2) il existe une suite (ay) de points de A telle que ap, — u;

(3) dist(u, A) = 0.

Démonstration. (1) = (2). Siu e A, alors B(u,e) n A # ¢ pour tout £ > 0,
autrement dit on peut trouver a = a° € A tel que d(a,u) < . En prenant ¢ := 1/k,
k € N*  on obtient une suite (a;) < A telle que d(ag,u) < 1/k pour tout k, ce qui
prouve (2).

(2) = (3). Siar — u avec a € A, alors 0 < dist(u, A) < d(u, ax) pour tout k et
donc dist(u, A) = 0 en faisant tendre k vers U'infini.

(3) = (1). Si dist(u, A) = 0 alors, pour tout £ > 0, on peut trouver a = a. € A

tel que d(u,a) < ¢e; donc ue A. O
COROLLAIRE 2.13. Si C est un fermé de E et si uw € E\C, alors dist(u, C') > 0.
Démonstration. Exo. 0

Exercice 1. Soient A,B < E. Montrer que AU B = A U B en utilisant la “ca-
ractérisation séquentielle de I’adhérence”.
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EXERCICE 2. Soit E un espace vectoriel normé, et soit M < E un sous-espace
vectoriel fermé. Pour tout x € E, on note [z] la classe de = dans ’espace vectoriel
quotient E/M. Montrer qu’on définit une norme sur F/M en posant

H[x]HE/M := dist(x, M) pour tout z € E.
On dit que cette norme est la norme quotient sur /M.
Voici pour finir un dernier résultat utile.

PROPOSITION 2.14. Soient E, F deux espaces métriques, et soit f: E — F. Alors
| est continue si et seulement si f(A) < f(A) pour tout ensemble A < E.

Démonstration. Supposons f continue. Soit A € E, et soit v € A. Par la Proposi-
tion 2.12, on peut trouver une suite (ai) S A telle que ax — u. Alors f(ar) — f(u), et
donc f(u) € f(A) puisque les f(u;) appartiennent & f(A). Ceci étant vrai pour tout
ue A, on adonc f(A) < f(A).

Inversement, supposons qu’on ait f(A) < m pour tout ensemble A € E. Pour
montrer que f est continue, il suffit de montrer que I'image réciproque par f de tout
fermé C < F est un fermé de E. Soit donc C' un fermé quelconque de F', et soit
A := f71(C). Par hypothese, on a f(4A) < f(A). Comme f(A) < C et C est fermé, on
en déduit f(A) = C =C,ie A C f1(C)=A. Ainsi, A = f~1(C) est fermé dans F
pour tout fermé C' < F, ce qui prouve que f est continue. O

2.3. Frontiére d’un ensemble.

DEFINITION 2.15. Soit E un espace métrique, et soit A < E. On dit qu’un point
u € E est un point frontiére de A si u appartient a la fois a A et a E\A. On note
0A l’ensemble des points frontieres de A, qu’on appelle la frontiére de A dans FE :

0A=A nE\A.
Remarque 1. Dans la définition A et E\A jouent des roles symétriques. Donc
0A = 0(E\A).

Remarque 2. Comme E\A = E\A, on a aussi
0A =A\A.
Remarque 3. Par définition, 0A est toujours un ensemble fermé.
EXEMPLE 1. Prenons E := R. Si I = (a,b) est un intervalle borné, alors oI = {a, b}.
Si I = (a,0[ avec a > —oo, alors 0I = {a}. Si I = |—00,b) avec b < o0, alors 01 = {b}.

Démonstration. Si par exemple I = (a,b) est borné, alors I = [a,b] et I = Ja,b[;

donc 0I = [a,b]\]a,b] = {a, b}. O
EXEMPLE 2. Dans R, on a 0Q = R = 9(R\Q).
Démonstration. On a vu que Q = R et Q = ; donc 0Q = R\¢J = R. ]

EXEMPLE 3. Dans un espace vectoriel normé, la frontiere d’une boule ouverte non-
vide est la sphere correspondante : 0B(a,r) = S(a,r) = {ue E; ||u—al =r}.

Démonstration. On a vu que l'adhérence de la boule ouverte B = B(a,r) est la
boule fermée B(a,r). Comme de plus B est un ouvert de E, on a donc 0B = B\B =
B(a,r)\B(a,r) = S(a,r). O
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EXEMPLE 4. Si E est un espace métrique topologiquement discret, alors 0A =
pour tout A € F.

Démonstration. C’est évident puisque tout ensemble A C E est a la fois ouvert et
fermé : 0A = A\A = A\A = (. O

Exemple 5. Soit A := {(z,y) € R?; x > 0,y > 0 et y < 1/x}. La frontiere de A
dans R? est la réunion de la branche d’hyperbole T' := {(z,y); > 0,y > 0 et 2y = 1}
et des deux demi-droites {(x,0); z = 0} et {(0,y); y = 0}.

Démonstration. Exo. O

3. Sous-espaces et produits

3.1. Ouverts et fermés d’un sous-espace. Dans cette section, F est un espace
métrique et M est une partie de F.

L’ensemble M est lui méme un espace métrique quand on le munit de la distance
induite. Cependant, il faut étre tres prudent : les ouverts de M n’ont a priori aucune
raison d’étre ouverts dans E : par exemple, M est toujours ouvert dans M, mais pas
forcément dans F. Plus généralement, les notions d’adhérence, d’intérieur, de frontiere
ont un sens dans M qui n’est en général pas du tout le méme que dans F ; et ceci peut
parfois étre source de regrettables confusions.

La proposition suivante dit précisément ce que sont les ouverts de M.

ProprosITION 3.1. Un ensemble A < M est ouvert dans M si et seulement si il
est de la forme A = 0O n M, ou O est un ouvert de F.

Démonstration. Pour a € M et r > 0, notons Bj(a,r) la boule ouverte de centre
a et de rayon r dans M : par définition,

Byi(a,r) ={ue M; d(u,a) <r} = B(a,r) n M.

Supposons que A soit ouvert dans M. Alors A est réunion de boules ouvertes de
M
A= UBM(CLi,TZ') = UB(ai,ri) N M.
el el
Sion pose O := | J,.; B(as, r;), alors O est un ouvert de E (réunion de boules ouvertes),
et A=0n M.

Inversement, supposons que A = O n M pour un certain ouvert O < E. Pour tout
point a € A < O, on peut trouver r = r, > 0 tel que B(a,r) € O; et on a alors
By(a,r) = B(a,7) n M < O n M = A. Ceci étant vrai pour tout a € A, on voit ainsi
que A est un ouvert de M. O

Remarque. On voit en particulier que la topologie de M ne dépend que de la
topologie du “gros” espace métrique F le contenant. Pour cette raison, il est 1égitime
de dire que la topologie de M est la topologie induite sur M par celle de E.

COROLLAIRE 3.2. Si A € M est ouvert dans E, alors A est ouvert dans M.
Démonstration. C’est évident par la proposition puisque A = A n M. O
COROLLAIRE 3.3. Si M est ouvert dans E et si A< M, alors

(A ouvert dans M) <= (A ouvert dans E).
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Démonstration. C’est & nouveau évident : pour tout ouvert O € E, O n M est ou-
vert dans E' (intersection de deux ouverts), donc tout ouvert de M est ouvert dans sE ;
et Pautre implication vient du corollaire précédent. ]

oM oM
COROLLAIRE 3.4. Pour A < M, notons A [intérieur de A dans M. Alors A
contient A.

Démonstration. A est ouvert dans E et A € M , donc A est un ouvert de M ; et
o o oM oM
Ac A, donc A € A puisque A est le plus grand ouvert de M contenu dans A. O

Les fermés du sous-espace M se décrivent de la méme fagon que les ouverts :

PROPOSITION 3.5. Un ensemble A = M est fermé dans M si et seulement si il est
de la forme A =C n M, ou C est un fermé de F.

Démonstration. C’est “automatique par dualité” maintenant qu’on sait décrire les
ouverts de M :

A fermé dans M <= M\A ouvert dans M
— M\A=0nM avec O ouvert de £
«— A=M\(On M) avec O ouvert de E
— A=Mn(E\O) avec O ouvert de E
— A=CnM avecC fermé de E.

0

COROLLAIRE 3.6. Si A < M, alors (A fermé dans E) — (A fermé dans M).
La réciproque est vraie si M est fermé dans E.

Démonstration. Exo. 0
COROLLAIRE 3.7. Pour A < M, notons A Vadhérence de A dans M. Alors
A" =AM

Démonstration. Par la proposition, A n M est un fermé de M, qui contient A
puisque A < M ; donc A n M 2 AN Inversement, A est fermé dans M , donc de la
forme A" = C n M ot C est un fermé de E. Alors C contient A puisque A < A
donc C contient A puisque C est fermé dans E, et donc A" =CAM2AAM. O

. 4 . — M —_ . s . .
Ezxercice. Démontrer directement que A~ = A nM, en utilisant la “caractérisation
séquentielle de 'adhérence”.

Voici maintenant ce qu’on peut dire sur la frontiere relative a un sous-espace.

PROPOSITION 3.8. Pour A < M, notons 0y A la frontiére de A dans M. Alors
OuA € 0A.

Démonstration. On a 0,,A = ZM\X,Wdonc OuA C Z\A = 0A puisque AM A et
oM

AD A. O
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3.2. Topologie produit. Dans cette section, (E,d1),...,(En,dy) sont des es-
paces métriques et & = E; x -+ X Ey. On munit E de la distance produit. On va
décrire précisément les ouverts de I'espace produit F.

Farr 3.9. 5iOq,...,0nN sont des ouverts de En, ..., Ex respectivement, alors O :=
O1 x---x Opn est un ouvert de B = E1 x -+ x En.

Démonstration. Pour j = 1,..., N, notons 7; : £ — Ej la j-ieme “application
coordonnée”, mj(u1,...,un) := u;. Comme la convergence dans F entraine la conver-

gence coordonnée par coordonnée, on voit que les 7; sont continues (exo). De plus, on
a par définition

O = {u=(u,...,un)€ E; uje Ojpour j=1,...,N}
N
= (7;0)).
j=1
Donc O est ouvert dans E (intersection finie d’ouverts). O

DEFINITION 3.10. On appellera ouvert élémentaire de E = Ey x --- x Ey, tout
ouwvert O < E de la forme O = O1 x --- x Oy = {u € F; uy € O1,...,uy € On}, ot
O1,...,0pN sont des ouverts de En, ..., EN respectivement.

Remarque. Un Oj a éventuellement le droit d’étre égal & Ej, et dans ce cas il ne
“sert a rien”. En d’autre termes, pour tout J < {1,..., N}, si on se donne un ouvert
O; € Ej pour j € J, alors 'ensemble O := {u € E; u; € O;j pour j € J} est un ouvert
élémentaire.

PROPOSITION 3.11. Un ensemble A E = Ey x --- x En est ouvert dans E si et
seulement si il est réunion d’ouverts élémentaires.

Démonstration. Comme la famille des ouverts est stable par réunions, toute réunion
d’ouverts élémentaires est un ouvert de F.

Pour la réciproque, comme tout ouvert de F est réunion de boules ouvertes, il
suffit de montrer que toute boule ouverte de E (pour la distance produit) est en fait
un ouvert élémentaire.

Notons d la distance produit sur E. Par définition, on a pour u = (ug,...,uy) et
v=(v1,...,vn) dans F :

d(u,v) = max (di (u1,v1), . ..dn(un,vN)).

Soit B = B(a,r) un boule ouverte de E, et écrivons a = (aj,...,ayn). Si u =
(u1,...,uy) € E, alors
ueF < max (d(ul,al), ... ,dN(uN,aN)) <r

— Vje{l,...,N} : dj(uj,aj) <r
«— Vje{l,...,N} : uj e B(aj,r).

Ainsi, on voit que B(a,r) = B(ai,r) X --- x B(an,r); donc B(a,r) est en effet un
ouvert élémentaire. O

REMARQUE. La proposition montre que la topologie de £ = E; x --- X En ne
dépend que des topologies de E1, ..., En, et pas spécifiquement des distances choisies
sur F1, ..., En. On dit que la topologie de F est la topologie produit des topologies
de El,...,EN.
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4. Propriétés de “séparation”

Cette section contient un certain nombre de petites remarques souvent utiles.

Fair 4.1. Soit E un espace métrique. Si a,b € E et a # b, alors on peut séparer a
et b par des ouverts : il existe des ouverts U,V tels queae U, beV et UNV = (7,
et méme U NV = .

Démonstration. Posons § := d(a,b). Alors § > 0 car a # b. Montrons que U :=
B(a,d0/3) et V := B(b,6/3) conviennent.

Supposons que U NV # (F, et choisissons un point x € UnV. Alors x € B(a,§/3) N
B(b,5/3) d’apres le Corollaire 2.11 ; donc d(a, b) < d(a,z)+d(x,b) < §/3+3/3 = 25/3 <
d, ce qui est absurde. O

REMARQUE. Un espace topologique E dans lequel le Fait 4.1 est vrai est dit séparé.

Ezercice. Montrer que dans un espace topologique séparé, on a unicité de la limite :
une suite ne peut pas converger vers 2 points différents.

FAIT 4.2. Soit E un espace métrique, et soit a € E. Pour tout ouvert O contenant
a, on peut trouver un ouvert U tel que a € U et U < O.

_ Démonstration. Comme O est ouvert et a € O, on peut trouver r > 0 tel que
B(a,r) € O. Donc U := B(a,r) convient (on a bien U < O car U < B(a,r) d’apres le
Corollaire 2.11). N

PROPOSITION 4.3. Soit E un espace métrique. Si A, B sont des fermés de E tels
que A n B =, alors on peut trouver une fonction continue f : E — [0,1] telle que

f=0surAetf=1surB.

Démonstration. Le point clé est 'observation suivante : pour tout u € E, on a
dist(u, A) > 0 ou dist(u, B) > 0. En effet, comme An B =, onau¢ Aouué¢ B,
d’ou le résultat car A et B sont des fermés de E.

Comme dist(u, A) et dist(u, B) sont par ailleurs toujours > 0, on en déduit que
dist(u, A) + dist(u, B) > 0 pour tout u € E. On peut donc définir f : E — R par la
formule

dist(u, A)
fu) = = — '
dist(u, A) + dist(u, B)
La fonction f est continue en tant que quotient de fonctions continues (avec un
dénominateur ne s’annulant pas); et il est évident qu’on a 0 < f(u) < 1 pour tout
u € E. Enfin, si u € A alors dist(u, A) = 0 et donc f(u) = 0; et si u € B, alors

dist(u, B) = 0 et donc f(u) = SEEZ‘% -1 .

COROLLAIRE 4.4. Si A et B sont des fermés de E tels que An B = J, alors on
peul séparer A et B par des ouverts : il existe des ouverts U et V tels que A < U,
BcVetUNV =g, etmémeUNV = .

Démonstration. Si f : E — [0,1] est comme dans la proposition, il suffit de poser
U:={uekE; f(u) <1/3} et V:={ue E; f(u) > 2/3}. Les détails sont laissés en
exo. 0
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5. Parties denses

DEFINITION 5.1. Soit E un espace métrique, et soit Z < E. On dit que Z est
dense dans E si ona Z = F.

REFORMULATIONS. Les choses suivantes sont équivalentes.
(1) A est dense dans E.
(2) Tout point x € E est limite d’une suite d’éléments de Z.
(3) Ve EVe>03z€e Z : d(z,z) <e.
(4) Z n'V # & pour tout ouvert non-vide V < E.
(5) E\Z est d’intérieur vide dans E.

Démonstration. 1l est clair que (1) < (2) < (3).

Supposons (2) vérifiée, et montrons (4). Soit V' un ouvert non-vide de E, et choi-
sissons un point x € V. Par (2), on peut trouver une suite (z;) de points de Z telle que
zr — x. Comme V est un ouvert de F, c’est un voisinage de x, donc on peut trouver
un indice k tel que zp € V. Alors zp, € V n Z, et donc V n Z # (.

En y réfléchissant calmement, il est évident que (4) <= (5) (exo). Enfin, (1) <
(5) car l'intérieur de F\Z est égal a E\Z. O

Remarque 1. La condition (3) signifie que B n Z # & pour toute boule ouvert
BCcE.

Remarque 2. Soit E un espace métrique, soit M S FE, et soit Z = M. Alors Z est
dense dans M si et seulement si Z 2 M.

. . P . M N
Démonstration. Par définition, Z est dense dans M si et seulement Z~ = M, ou

ZM est Vadhérence de Z dans M. Comme Z ™ = Z A M , on a donc bien ’équivalence
souhaitée (micro-exo). O

EXEMPLE 1. Q et R\Q sont tous les deux denses dans R.

Démonstration. On I'a déja vu. U
EXEMPLE 2. GLN(K) est dense dans My (K), pour K =R ou C.

Démonstration. Soit A € My(K) quelconque : il s’agit de trouver une suite (Ay) <
GLN(K) telle que A — A. Notons x 4 le polynéme caractéristique de A. Le polynéme
XA n’a quun nombre fini de racines, donc on peut certainement trouver une suite
(Mk)ken € K telle que A\, — 0 et xa(Ax) # 0 pour tout k € N. Si on pose Ay, := A— A1,
alors det(Ay) = xa(Ax) # 0, donc Ay € GLy(K); et A — A. O

ExeEmMPLE 3. Les matrices diagonalisables a valeurs propres simples sont denses
dans My (C).

Démonstration. Soit A € My(C) quelconque : on cherche une suite (Ay) de ma-
trices diagonalisables & valeurs propres simples telle que A — A.
Comme on est sur C, on peut trigonaliser A : il existe une matrice P € GLy(C) et
M, ..., ANy € C tels que A soit de la forme
A1
A=pP 'y - P.
0 0 My
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On peut trouver (exo) des suites (Aig)ren,--- (Ank)ren telles que A k—o0 Y
pour j =1,..., N et telles que de plus, Aj g, ..., Ay soient tous différents, pour tout
k € N. Si on pose

ALk
Ak = Pil 0 R P?
0 0 Ang
alors Ap — A; et Ay possede N valeurs propres distinctes (& savoir Ay g, ..., Ay k), donc
Ay est diagonalisable et & valeurs propres simples. ]

Voici un dernier exemple, important pour la “culture générale”. Rappelons qu’un
ensemble G < R est un sous-groupe de Rsi0e GetsivVe,ye G :x+yeGet —x e G.
Par exemple, Z et Q sont des sous-groupes de R.

PROPOSITION 5.2. (sous-groupes de R)
Si G est un sous-groupe de (R, +), alors G est ou bien dense dans R, ou bien de la
forme G = aZ pour un certain a = 0.

Démonstration. On supposera que G # {0}. Alors G contient au moins un élément
strictement positif (car si x € G, alors —z € G). On peut donc poser

a:=inf {x € G; x > 0}.
On va montrer que si a = 0, alors G est dense dans R, et que si @ > 0, alors G = aZ.

Supposons que a = 0. Soit V' € R un ouvert non-vide : on veut montrer que
GnV # & On a certainement V n ]0,00[ # & ou V n |—0,0[ # J; et comme
G = —@G, on peut supposer que V n ]0,0[ # ¢ (si on sait montrer que G "'V # &
dans ce cas 13, on saura aussi le montrer dans l'autre cas en appliquant cela a 'ouvert —V').
Soit vg € V tel que vyp > 0. Comme V est ouvert, on peut trouver ¢ > 0 tel que
[vo,v0 + €] € V. Ensuite, comme a = 0, on peut trouver x € G tel que 0 < = < €.
Soit n le plus petit entier tel que nx > vg. Alors n > l, et nze =2+ ---+2x € G
car G est stable par addition. De plus, on a (n — 1)z < vy par définition de n, donc
nr=Mn-—1z+z <vg+az < v+ e. Ainsi nz € |vg,vo + €], et donc nz € V. On a
donc bien montré que G NV # .

Supposons maintenant que a > 0. Alors a € G . En effet, par définition de a et
comme 2a > a, on peut trouver x € G tel que a < x < 2a. Si on avait x > a, on
pourrait trouver 2’ € G tel que a < 2/ < a+ (x —a) = z. On aurait alors x — 2’ € G et
0 <x—12' <2a—a = a, ce qui contredirait la définition de a. Ainsi on a bien a € G, et
donc aZ < G puisque G est un sous-groupe de R. Pour montrer qu’inversement G < aZ,
il suffit de montrer que G N ]0,0[ € aZ car G = —G. Soit = € G n |0, o0 quelconque,
et soit n le plus grand entier tel que na < . Alors na < z < (n + 1)a = na + a, donc
on peut écrire x = na + r avec 0 < r < a. Comme r = x — na appartient a G (car
x € G et a € (), on a nécessairement r = 0 par définition de a. Ainsi x = na, et donc
x € aZ. ]

COROLLAIRE 5.3. Si 6 € R\27Q, alors l’ensemble {eme; ne Z} est dense dans le
cercle unité T.

Démonstration. Soit G := 2nZ+ 07 = {27rm +nb; m,ne Z}. 11 est assez clair que
G est un sous-groupe de R (exo). Comme 6 ¢ 27Q, on voit que G n’est pas de la forme
aZ (sil existait a > 0 et p, q € Z tels que 27 1 = ap et 6 = aq, on obtiendrait § = 27 g). Donc
G est dense dans R.
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Soit alors f : R — T définie par f(t) := e. L’application f est continue et
surjective, donc T = f(R) = f(G) < f(G). Ainsi, f(G) est dense dans T. Mais comme
e?™ = 1 pour tout m € Z, on voit que f(G) = {eme; n € Z}; ce qui termine la
preuve. ]

Le résultat suivant est essentiellement évident ; mais tres utile.

PROPOSITION 5.4. (prolongement des identités)
Soient E et F deux espaces métriques, et soient f,g: E — F deux applications conti-
nues. S’il existe une partie dense Z < E telle que Yz € Z : f(z) = g(z), alors

f=g

Démonstration. Soit © € E quelconque. Comme Z est dense dans E, on peut
trouver une suite (z;) d’éléments de Z telle que zp — x. Alors f(zx) — f(x) et
9(zr) — g(x) par continuité de f et g; et donc f(z) = g(z) puisque f(zx) = g(z) pour
tout k € N. g

EXEMPLE 1. Les seuls homomorphismes continus de R dans R sont les applications
linéaires : si f est une application continue telle que Vu,v € R : f(u+v) = f(u)+ f(v),
alors f est de la forme f(z) = az, pour une certaine constante a.

Démonstration. On observe d’abord que f(0) = 0 car f(0) = f(040) = ( )+£(0);
et on en déduit que Vo € R : f(—z) = —f(z), car 0 = f(0) = ( + (—x)) =
f(x) + f(—z). Ensuite, si z € R et n € N* alors f(nz) = f(z + -+ ) = f(z) +

-+ f(x) = nf(x); et comme on vient de voir que f est impaire, on en déduit que
Vee RVneZ : f(nx) = nf(x). De la, on déduit que si r € Q, alors Vx € R
flra) = rf(x) : en effet, si on écrit r = g avec p € N et ¢ € Z, alors grz = pzx, donc
qaf(rz) = f(grz) = f(pzx) = pf().

Posons maintenant a := f(1). Par ce qui précede,onaVre Q : f(r) = f(r1l) = ar.
Comme f et la fonction g(x) := ax sont continues, et comme Q est dense dans R, on
en déduit qu’on a f(x) = azx pour tout z € R O

EXEMPLE 2. (Théoreme de Cayley-Hamilton)
Si A e Mpy(C) et si on note x4 le polynoéme caractéristique de A, alors x4(A) = 0.

Démonstration. Par définition, on a xa(A) = det(A — AI) pour tout A € C. Si on
écrit la formule pour le déterminant, on constate (exo) que x4(A) est une fonction
polynomiale en A\ de degré < N, dont les coefficients sont des fonctions polyomiales en
les coefficients de A. Autrement dit :

VAe My(C) : xa(A\) = co(A) + er(AX + - en(A)AY,

ot ¢j : Mn(C) — C est une fonction polynomiale en les coefficients de A pour j =
., N. Donc
xa(A) = co(A) T +c1(A) A + - en(A) AN,
En particulier 'application f : My(C) — My(C) définie par f(A) := xa(A) est
continue.

On veut montrer que f = 0. Comme f est continue et comme on a vu que les
matrices diagonalisables & valeurs propres simples sont denses dans My (C), il suffit
donc de montrer qu’'on a f(D) = 0 pour toute matrice D diagonalisable et & valeurs
propres simples.

Notons Ag, ..., An les valeurs propres de D. Alors xp(A) = (A= A1) -+ (A = An),
donc f(D) = xp(D) = (D — MI)--- (D — AyI). Mais comme D est diagonalisable,
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onaCV =ker(D—-MI)® - @ker(D— AyI); et donc (D — M\I)---(D—AxI) =0
(exo0). O






Chapitre 3

Compacité

1. Sous-suites et valeurs d’adhérence

DEFINITION 1.1. Soit E un ensemble, et soit (ux)ren une suite de points de E.
Une sous-suite de (uy) est une suite (u),)nen de la forme ], = ug, , ot (kn)gen est
une suite strictement croissante d’entiers.

Remarque 1. On écrit parfois une sous-suite sous la forme u,, = Ug(n); OU @ : N — N
est strictement croissante.

Remarque 2. Si (ky) est une suite strictement croissante d’entiers, alors k, = n
pour tout k£ € N (exo) ; mais ce n’est pas trés important. Ce qui est trées important est
que k, — o0 quand n — 0.

Remarque 3. Soit (P) une propriété relative aux points de E. Pour une suite
(uk)ken S FE, les choses suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe une infinité d’entiers k tels que uy possede la propriété (P)
ii) Il existe une sous-suite (u)) de (uy) telle que u/, possede la propriété (P) pour
n n

tout n € N.

Démonstration. Exo. O

DEFINITION 1.2. Soit E un espace métrique et soit (ug)ren une suite de points de
E. On dit qu’un point a € E est une valeur d’adhérence de la suite (uy) s’il existe
une sous-suite (up,) de (uy) telle que uj, — a. On note vad((uy,)) Uensemble des valeurs
d’adhérences de la suite (ug).

Exemple. Si E :=R et uy, := (—1)* pour tout k € N, alors vad((uy)) = {-1,1}.

REMARQUE 1. Si la suite (uy) converge, uy — a € E, alors vad((ux)) = {a}.

Remarque 2. Une suite peut tres bien posséder exactement une valeur d’adhérence
sans pour autant converger vers cette valeur d’adhérence. Par exemple, si £ := R et

T k si k est pair,
=71 0 sik est impair,

alors vad((uy)) = {0} mais uj ne tend pas vers 0.

Remarque 3. Une suite peut tres bien ne posséder aucune valeur d’adhérence. Par
exemple, F := R et up := k.

47
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Remarque 4. Une suite peut tres bien posséder une infinité de valeurs d’adhérence.
Par exemple, si £ := R et si on définit

2 i k est une puissance de 2,
3 si k est une puissance de 3,
up 1= 5 si k est une puissance de 5,

0 si k n’est pas une puissance d’un nombre premier,

alors Vad((uk)) contient 0 et tous les nombres premiers. (Exo : montrer qu’il n’y a pas
d’autre valeur d’adhérence.)

FEzercice. Soit (ux) une suite de nombres réels. On suppose que ug+1—ug — 0 quand
k — o0. Montrer que vad((ug)) est un intervalle (éventuellement vide) ; autrement dit,
que si a et b sont deux valeurs d’adhérence de (ug), alors tout nombre ¢ € [a,b] est
valeur d’adhérence de (ug).

PROPOSITION 1.3. Soit (E,d) un espace métrique, soit (uy)ren une suite de points
de E, et soit a € E. Les choses suivantes sont équivalentes.

(i) a est une valeur d’adhérence de (uyg).

(ii) Pour tout € > 0, il existe une infinité d’entiers k tels que d(ug,a) < e.

Démonstration. Supposons (i) vérifiée. Soit (ul,) = (ug,) une sous-suite de (ug)
telle que u,, — a. Pour ¢ > 0 donné, on peut trouver ny € N tel que Vn > ny
d(ul,,a) <e. Alors I := {ky; n = no} est infini et Yk € I : d(ux,a) < ; donc (ii) est
vérifiée.

Inversement, supposons (ii) vérifiée. Pour g := 270, on peut (grace a (ii)) trouver
ko € N tel que d(ug,,a) < g¢. Puis, pour g1 := 271, I'ensemble {k € N; d(uy,a) < €1}
est infini par (ii), donc on peut trouver k; > ko tel que d(ug,,a) < 1. Et ainsi de
suite : par récurrence, on construit une suite strictement croissante d’entiers (kj)pen
telle que Vn e N : d(ug,,a) < 27™. Alors ug, — a, donc (i) est vérifiée. O

COROLLAIRE 1.4. Si E est un espace métrique alors, pour toute suite (uy) de points
de E, on a

vad ((ug)) = ﬂ {up; k> N}.
NeN

En particulier, Vad((uk)) est toujours un fermé de E.

Démonstration. Sion écrit (ii) avec des quantificateurs, on obtient les équivalences
suivantes pour un point a € E :

a€vad((ug)) < Ve >0 : il y a une infinité de k tels que d(ug,a) < e
«— Ve>0VYNeN3Ik=N : dlug,a) <e

— VNGN[V5>03k>N : d(uk,a)<5]
<= VYNeN : ae{u k= N}.

Le lemme suivant est souvent utile.
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LEMME 1.5. Soit E un espace métrique, soit (ug)ren une suite de points de E, et
soit a € E. Si toute sous-suite de (uy) posséde une sous-suite qui tend vers a, alors
ur — a.

Démonstration. Supposons que (u) ne tende pas vers a. Alors on peut trouver € >
0 tel que VK e N3k > K : d(uk,a) = ¢; autrement dit d(ug,a) = & pour une infinité
d’entiers k. Donc il existe une sous-suite (u,) de (uy) telle que Vn e N : d(u),,a) > e.
Cette sous-suite (u],) n’admet aucune sous-suite qui tende vers a (micro-exo) ; donc on
a prouvé le lemme “par contraposée”. ]

Le théoreme suivant est une généralisation du Théoreme de Bolzano-Weierstrass
sur les suites bornées de nombres réels. Comme on s’en doute, c’est un résultat tres
important.

THEOREME 1.6. (Bolzano-Weierstrass)
Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, alors toute suite bornée (uy) <
FE posséde une sous-suite convergente.

Démonstration. En tant que R-espace vectoriel, F est isomorphe & RY pour un
certain entier N. Si on choisit un isomorphisme J : E — R" et si on pose ||z]| := |J(z)]
pour z € RV alors || - || est une norme sur RY et E est isométrique & (R™, || - [|)
(exo). De plus, par équivalence des normes sur RY, la norme || - || est équivalente & la
norme | - |5. On voit donc qu’on peut se ramener au cas ott £ = (RY,| - ).

Soit (uy)ken une suite bornée dans (RY || - ||lsp). On éerit ug = (ug(1),. .., up(N)).
La suite (ug(1))gen est bornée dans R; donc elle posseéde une sous-suite convergente

par le Théoréeme de Bolzano-Weierstrass classique. On a donc une sous-suite (u,) de

(ug) et un nombre réel a(1) tels que u/, (1) LiniN a(1). Maintenant, la suite (u,(2))nen

est bornée dans R, donc on a une sous-suite (u])) de (u}) telle que u!(2) — a(2) € R.
Alors (u])) est une sous-suite de (uy) telle que u/ (1) — a(1) et u”(2) — a(2). En
répétant N fois ce raisonnement, on obtient une sous-suite (v,) = (uglN))neN de (ug)
et des nombres réels a(1),a(2),...,a(N) tels que v,(j) — a(j) quand n — oo pour
j=1,2,...,N.Sion pose a := (a(l),...,a(N)) € RV, alors v, — a coordonnée par
coordonnée, donc pour la norme || + |- O

Ezercice 1. Pour k € N, soit uy := 1y € £*°(N). Montrer que la suite (ug)keN 1€
possede aucune sous-suite convergente.

Ezercice 2. Soit (Py)ken une suite de polynomes de degré < 347 telle que Vk e N :

Sé | P (t)| dt < 74. Montrer que (Py) possede une sous-suite qui converge uniformément
sur [—1000, 9000].

Le résultat suivant, qu’on appelle le Théoréme de Riesz, montre que le Théoreme
de Bolzano-Weierstrass est en fait une caractérisation des evn de dimension finie.

THEOREME 1.7. Si E est un espace vectoriel normé de dimension infinie, alors il
existe une suite (ug)gen S E telle que |ug| = 1 pour tout k € N et |ur, — up || = 1/2
pour tous k, k' € N tels que k # k'. En particulier : dans tout evn de dimension infinie,
il existe des suites bornées qui ne possedent aucune sous-suite convergente.

Démonstration. On a besoin des deux faits suivants.

FaiT 1. Si F € FE est un sous-espace de dimension finie, alors F' est fermé dans E.
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Preuve du Fait 1. On’a déja démontré : c’est ’Exemple 4 donné apres ma définition
d’un ensemble fermé (Chapitre 2). O

Ezercice. Démontrer le Fait 1 en utilisant le Théoreme de Bolzano-Weierstrass.
Fair 2. Si F € E est un sous-espace vectoriel fermé tel que F' # FE, alors on peut
trouver u € E tel que |ul| =1 et dist(u, F') = 1/2.

Preuve du Fuait 2. Soit x € E tel que x € F. Comme F' est fermé dans E, on a
dist(x, F') > 0, et donc dist(x, F') < 2dist(z, F'). Par définition de dist(z, F'), on peut

donc trouver f € F' tel que |z — f| < 2dist(x, F'). Si on pose u := ﬁ, ce qui est
possible car x # f, alors |u| = 1 et, comme F est un espace vectoriel et f € F,
1 1 1
dist(u, F) = ——dist(z — f, F) = ——dist(z, F) > =-
|z =7 |z =7l 2
U
On peut maintenant démontrer le théoreme. Soit up € E tel que [lugl| = 1. Par le

Fait 1, Fy := vect(ug) est un sous-espace fermé de FE, et Fy # F puisque dim(E) = oo.
Par le Fait 2, on peut donc trouver u; € E tel que |ui| et dist(ui, Fo) = 1/2; en
particulier, |u; — ug| = 1/2. En répétant ce raisonnement avec Fj := vect(ug, uz), on
peut maintenant trouver ug € E tel que ||uz| = 1 et dist(ug, F1) = 1/2; en particulier,
|ug —ug| = 1/2 et |ug —uq|| = 1/2. Et ainsi de suite : par récurrence, on construit une

suite (ug)gen S E telle que [lugl]| = 1 pour tout k € Net Vb > 1 : |up —wif = 1/2
pour i =0,...,k— 1. On a alors |ur — u| = 1/2 pour tous k, k' € N tels que k # k';
donc la suite (ux) ne possede aucune sous-suite convergente (micro-exo). O

FEzercice 1. Montrer que dans le Théoreme de Riesz, on peut remplacer 1/2 par
n’importe quel nombre « tel que 0 < o < 1.

Ezercice 2. Soit I un ensemble infini, et soit (¢ )reny une suite d’éléments de I deux
a deux distincts. Pour k € N, soit fi € £*°(I) définie par fi(tx) = 1 et ug(t) = 0 pour
tout ¢ # t;. Montrer que la suite (f) est bornée dans ¢*(I), mais qu’elle ne possede
aucune sous-suite convergente.

2. Espaces métriques compacts
2.1. Définition et exemples “immédiats”.

DEFINITION 2.1. Soit (K, d) un espace métrique. On dit que K est compact si toute
suite de points de K posséde au moins une valeur d’adhérence dans K. Autrement dit,
K est compact si toute suite (ug)ren S K posséde une sous-suite (ul,) qui converge
vers un point a € K.

Remarque 1. La compacité est une “propriété topologique” : si (K, d) est compact,
alors (K,d') est compact pour toute distance d’ topologiquement équivalente & d.

REMARQUE 2. Soit K un espace métrique compact, et soit (ux) une suite de points
de K. Alors (ug) est convergente si et seulement si elle posséde exactement une valeur
d’adhérence.

Démonstration. Une implication est évidente. Inversement, supposons que (uy)
possede exactement une valeur d’adhérence, et notons a cette valeur d’adhérence.
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Comme K est compact, toute sous-suite (u),) de (ug) posséde une sous-suite conver-
gente (u), et on a nécessairement lim u/ = a puisque a est la seule valeur d’adhérence
de (ug). Donc up — a d’apres le Lemme 1.5. O

Remarque 3. Soit (E,d) un espace métrique, et soit K < E. On dit que K est un
compact de E si K est compact pour la distance induite, i.e. si 'espace métrique
(K, d|gx k) est compact.

EXEMPLE 1. Tout intervalle fermé borné [a,b] < R est compact.

Démonstration. Soit (uy)ken une suite de points de [a, b]. Comme (ug) est bornée,
elle posseéde une sous-suite (u),) qui converge vers un point xz € R, d’aprés le Théoreme
de Bolzano-Weierstrass ; et comme les u,, sont dans [a, b] et que [a, b] est un fermé de
R, on a x € [a, b]. Ainsi, toute suite (u) < [a, b] possede une valeur d’adhérence dans
[a,b]; autrement dit [a, b] est compact. O

EXEMPLE 2. R n’est pas compact.

Démonstration. la suite ug := k ne possede aucun valeur d’adhérence dans R car

ExXEMPLE 3. Tout espace métrique fini est compact.

Démonstration. Soit K un espace métrique fini. Si (ug)gen est une suite de points
de K alors, comme K est fini et que N est infini, il existe un point a € K tel que
up = a pour une infinité d’entiers k € N. On a ainsi une sous-suite (u),) de (uy) telle

/

que Vn e N : wu;, = a, et il est difficile de faire plus convergente que cette sous-suite

(ul). O

n

EXEMPLE 4. Soit E un espace métrique. Si (z;)eny est une suite de points de E

qui converge vers un point zo, € E, alors K := {zy} U {z;; | € N} est un compact de
k.

Démonstration. Soit (ug)ren une suite de points de K. On veut montrer que (uy)
possede une sous-suite (u)) qui converge vers un point a € K ; et pour cela, on va
distinguer 2 cas.

Supposons d’abord qu’il existe un entier L tel que u; = xy pour une infinité de
k € N. Alors, (ug) posséde une sous-suite (u)) constamment égale & x, qui converge
assurément vers a := xy, € K.

Supposons maintenant que pour tout [ € N, 'ensemble {k € N; uj = x;} soit fini. On
va construire par récurrence une sous-suite (u},) = (uy, ) qui convient. Pour commencer,
on choisit un entier kg tel que ug, # xo. Ensuite, 'ensemble {k € N; u = 29 ou x1}
est fini, donc 'ensemble {k € N; wup # ¢ et up # 1} est infini, et donc on peut
trouver un entier k; > ko tel que ug, # zo et ug, # x1. Et ainsi de suite : par
récurrence, on construit une suite strictement croissante d’entiers (k,)nen telle que
VneN : wug, #zo,...,ry. Comme les uy, sont dans K, on voit donc que pour tout
n € N : ou bien ug, = %y, ou bien ug, = x;, pour un certain entier /,, > n. Comme
x| — Top quand [ — 00, on en déduit que la sous-suite (ug, ) tend vers a := xoo € K. 0O

La remarque suivants montre qu’il faut lire attentivement la définition d’un com-
pact ; et accessoirement, il est bon de connaitre la définition a laquelle cette remarque
donne lieu.
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REMARQUE 2.2. Soit F un espace métrique, et soit A € E. Les choses suivantes
sont équivalentes.

(1) Toute suite (ug)ren S A possede une sous-suite qui converge dans E.
(2) A est un compact de E.

Dans ce cas, on dit que A est relativement compact dans E.

Démonstration. L’implication (2) == (1) est claire (micro-exo). Inversement, sup-
posons (1) vérifiée et montrons que A est compact.

Soit (u) une suite de points de A. Par définition de A, on peut, pour tout k € N,
choisir un point i € A tel que d(ig, ux) < 27%. On obtient ainsi une suite (i) de
points de A. Par (1), cette suite possede une sous-suite (U, )neny qui converge vers
un point a € E. Comme les 7y, sont dans A, le point a appartient & A. Et comme
d(ug,,a) < d(uk,,t,) + d(Uy,,a) < 27% + d(dy, ,a), on voit que ug, — a. Ainsi,
toute suite (uy) € A posséde une sous-suite (u,) = (uy, ) qui converge vers un point

n

de A. O

2.2. Compacts et fermés.

PROPOSITION 2.3. Soit E un espace métrique.
(1) Tout compact de E est fermé dans E.

(2) Si E est un espace vectoriel normé, alors tout compact de E est a la fois fermé
et borné.

Démonstration. (1) Soit K un compact de E. On veut montrer que si (ug) est une
suite de points de K qui converge vers un point a € E, alors a € K. Comme K est
compact, la suite (ug) possede une sous-suite (u),) qui converge vers un point o’ € K.
Mais u), — a puisque (u}) est une sous-suite de (ug). Donc @' = a par unicité de la
limite; et donc a € K.

(2) Soit K un compact de 'evn E. On sait déja que K est fermé. Si K n’était pas
borné, on pourrait trouver, pour tout k € N, un point u;, € K tel que ||ug| > k. La suite
(ug) ainsi construite ne possede aucune sous-suite convergente puisque |uy| — 0 ; ce
qui contredit la compacité de K.

COROLLAIRE 2.4. Tout compact K < R posséde un plus petit et un plus grand
élément.

Démonstration. Comme K est borné, m := inf(K) et M := sup(K) sont des
nombres réels bien définis ; et comme K est fermé, m et M appartiennent a K (puisque
la borne supérieure et la borne inférieure de tout ensemble A € R appartiennent a A). ]

PROPOSITION 2.5. Si E est un espace métrique compact, alors tout fermé de E
est compact.

Démonstration. Soit C' un fermé de F, et soit (uy) une suite quelconque de points
de C. Comme E est compact, la suite (ug) possede une sous-suite (u)) qui converge
vers un point a € F; et comme C' est fermé dans F, le point a appartient en fait a C.
Ainsi, toute suite (uy) € C posséde une sous-suite qui converge dans C'; donc C' est
compact. ]
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2.3. Compacts en dimension finie. Le théoréme suivant (particulierement fa-
cile & appliquer) donne une caractérisation constamment utilisée des compacts dans
un evn de dimension finie.

THEOREME 2.6. Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, alors les
compacts de E sont exactement les ensembles fermés bornés.

Démonstration. On a déja vu que tout compact de E est fermé borné. Inversement,
soit K € F un ensemble fermé borné, et soit (uy) une suite quelconque de points de
E. Comme K est bornée, la suite (ug) est bornée. D’apres le Théoréme de Bolzano-
Weierstrass (applicable car dim(E) < o0), la suite (uy) posséde une sous-suite (u},) qui
converge vers un point a € F; et le point a appartient a K car K est fermé dans F.
Donc K est compact. 0

REMARQUE. D’apres le Théoreme 1.7, ce résultat n’est valable qu’en dimension
finie : si F est un evn de dimension infinie, alors Bg := {u € F; |u| < 1} est un
ensemble fermé borné qui n’est pas compact.

COROLLAIRE 2.7. Soit E un evn de dimension finie. Pour tout ensemble A C F,
on a léquivalence suivante : A est relativement compact dans E <= A est borné.

Démonstration. Si A est compact, alors A est borné, donc A aussi puisque A € A.
Inversement, si A est borné, alors A aussi (exo0), donc A est compact car fermé borné
en dimension finie. 0

EXEMPLE. L’intervalle [0, 27| et le cercle T ne sont pas homéomorphes.

Démonstration. Le cercle T est compact car fermé borné dans F := C, et 'intervalle
[0, 27| n’est pas compact car il n’est pas fermé dans R. O

Ezercice 1. Montrer que pour tout N € N*, I’ensemble
N
Yy = {zz (wl,...,xN)ERN; z; =0 et ij = 1}
j=1

est un compact de RYV. Dessiner ¥y et 3s.

Exercice 2. Soit Ox(R) := {M € My(R); ‘MM = Id}. Montrer que Oy (R) est
un compact de My (R).

2.4. Produits finis. Le résultat suivant, facile a démontrer, est un cas tres par-
ticulier du Théoréme de Tikhonov.

PROPOSITION 2.8. Si Eq,...,EN sont des espaces métriques compacts, alors E 1=
E x -+ x En est compact.

Démonstration. Aux notations pres, la preuve est identique & celle du Théoréme
de Bolzano -Weierstrass dans un espace vectoriel normé de dimension finie. On la laisse
donc en exo. O
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2.5. Unions, intersection. la proposition suivante doit faire penser aux pro-
priétés de stabilité de la famille des fermés d’un espace métrique.

PROPOSITION 2.9. Soit E un espace métrique.
(1) Si Ky,...,Ky sont des compacts de E, alors K := Ky u---u Ky est compact.

(2) Si (Ki)ier est une famille quelconque de compacts de E, alors K := (,.; K;
est compact.

Démonstration. (1) Soit (uy)ken une suite de points de K = Kju---u Ky. Comme
il y a une infinité d’entiers k¥ € N et un nombre fini de Kj, il existe au moins un
Jo € [1,N] tel que Kj, contient u, pour une infinité d’entiers k. Donc (ux) possede
une sous-suite (u),) telle que Vn € N : wu;, € Kj,. Comme K, est compact, la suite
(ul,) possede une sous-suite (u),) qui converge vers un point a € Kj,. Alors (u),) est
une sous-suite de (ug) qui converge vers un point de K.

(2) Fixons un ¢y € I. On peut écrire K = (),.; C;, ou C; := K; n K;,. Chaque C;
est un fermé de K;,, car le compact K; est fermé dans E. Donc K = [),.; C; est un
fermé de K, ; et donc K est compact puisque K, est compact. ]

3. Compacts emboités
Le résultat suivant est tres utile.

LEMME 3.1. (Théoréme des compacts emboités)
Soit E un espace métrique. Si (Kp)nen est une suite décroissante de compacts non-
vides de E, alors (\,ey Kn # &. De maniére équivalente : si (K,) est une suite
décroissante de compacts de E telle que (,on Kn = &, alors il existe un ng tel que
Ky, =dJ.

Démonstration. Soit (K, )nen une suite décroissante de compacts non-vides de E.
Pour tout m € N, choisissons un point x,, € K,,. Comme la suite (K,,) est décroissante,
tous les z,, appartiennent a K, qui est compact. Donc la suite (z,,) possede une sous-
suite (4(;))ien qui converge vers un point a € Ko. Si on fixe n € N, alors ¢(l) = n pour
tout [ assez grand (en fait, pour tout [ > n). Donc x4 € K, pour tout [ assez grand ;
et donc a = limzy) € K, car K,, étant compact, est un fermé de E. Ainsi, le point
a appartient & K, pour tout n € N, et donc (). Kn # &. O

COROLLAIRE 3.2. Soit E un espace métrique compact. Si (Cyp)nen est une suite
décroissante de fermés non-vides de E, alors ﬂneN Cn# .

REMARQUE 3.3. Le Corollaire 3.2 est une caractérisation de la compacité : si F est
un espace métrique ayant la propriété que toute suite décroissante de fermés non-vides
de E a une intersection non-vide, alors F est compact.

Démonstration. Soit E un espace métrique possédant cette propriété, et soit (uy)
une suite quelconque de points de E. On a vu que
vad ((ug)) = ﬂ Cn, ouCy:={ug; k> n}.
neN

Par définition, les C), sont des fermés non-vides de E'; et la suite (C,) est visiblement
décroissante. Donc vad((ux)) # &, pour toute suite (uy) S E. O

Comme illustration du Théoréme des compacts emboités, on va démontrer le
résultat suivant, qu’on appelle le Théoréme de Dini.
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PROPOSITION 3.4. Soit K un espace métrique compact, et soit (fn)nen une suite
de fonctions continues, f, : K — R. On suppose que la suite (f,) est monotone, et
qu’elle converge simplement vers une fonction f : K — R continue, i.e. f,(t) — f(¢)
pour tout t € K. Alors f, — f uniformément.

Démonstration. Supposons par exemple que la suite (f,,) soit décroissante. Si on
pose gn(t) := fn(t) — f(t), alors les g, sont continues car f et les f, le sont, la suite
(gn) est décroissante, et g, (t) — 0 pour tout t € K.

Soit € > 0 quelconque : on cherche un entier N tel |f,(t) — f(t)| < € pour tout
n = N et pour tout t € K. Autrement dit, comme |f,,(t) — f(t)| = gn(t) et que la suite
gn) est décroissante, on cherche un entier N tel que

Vie K : gn(t) <e.
Introduisons alors les ensembles suivants : pour n € N,
Cni={te K; gu(t) > e}

Comme les g, sont continues, les C), sont des fermés de K ; et comme la suite (gy)
est décroissante, la suite (C),) est décroissante. De plus, comme g, (t) — 0 pour tout
te K,ona(),yCn = (micro-exo). Par le Théoreme des compacts emboités (K
est compact...), il existe donc un entier N tel que Cy = ¢J; ce qui est exactement la
conclusion souhaitée. ]

4. Image continue d’un compact
Le théoreme suivant est tres général, tres important, et ... tres facile a démontrer.

THEOREME 4.1. Soient E et F deux espaces métriques. Si f : E — F est une
application continue alors, pour tout compact K < E, l’ensemble f(K) est un compact
de F'. Autrement dit : 'image continue d’un compact est un compact.

Démonstration. Soit (u) une suite de points de f(K). Pour tout k € N, choisissons
un point x € K tel que up = f(zx). Comme K est compact ; la suite () possede une
sous-suite (z],) qui converge vers un point = € K. Alors u), := f(x]) — f(z) := a par
continuité de f. Ainsi, toute suite (uy) < f(K) possede une sous-suite qui converge
vers un point a € f(K). O

Du Théoreme 4.1, on déduit immédiatement le résultat suivant, qui généralise un
théoréme bien connu pour les fonctions continues sur un segment [a,b] < R.

COROLLAIRE 4.2. Soit E un espace métrique, et soit f : E — R une fonction
continue. Si K est un compact de E, alors fi posséde un mazimum et un minimum.

Démonstration. Par le Théoreme 4.1, f(K) est un compact de R, donc possede un
plus petit et un plus grand élément. ]

Voici une conséquence immédiate, qui formalise la treés importante idée suivante :
la compacité donne de 'uniformité.

COROLLAIRE 4.3. Soit f : E — R une fonction continue, et soit c € R. On suppose
quon a f(x) < ¢ pour tout x € E. Alors, pour tout compact K < E, il existe une
constante ag < c telle que Vr € K : f(z) < ax. (Résultat analogue si f(x) > ¢ pour
tout x € E.)

Démonstration. C’est évident : la restriction de f a K posséde un maximum, atteint
en un point zp € K ; donc Ve € K : f(z) < ax := f(xo) <ec. O
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COROLLAIRE 4.4. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, et soit C
un fermé non-vide de E. Si f : C — R est une fonction continue telle que f(x) — +0o0
quand ||x|| — oo, alors f posséde un minimum.

Démonstration. La “difficulté” est que C n’est pas compact ; mais I’hypothese faite
sur f permet de la contourner en se ramenant a un compact.

Fixons a € C, et posons K := {z € C; f(z) < f(a)}. L’ensemble K est un fermé
de E car C est fermé et f est continue. De plus, K est également borné : en effet,
s’il ne I’était pas, on pourrait trouver une suite (x,) € K telle que |z,| — o0, donc
telle que f(x,) — +00, ce qui est absurde puisque f(x,) < f(a) pour tout n. Comme
dim(E) < o0, on en déduit que K est compact; et K # & puisque a € K. Par
continuité, la restriction de f & K possede un minimum, atteint en un point xg € K.
On a ainsi f(zg) < f(z) pour tout x € K ; et on a également f(xo) < f(x) pour tout
x € C\K puisqu'un tel x vérifie f(x) > f(a) = f(zg). Donc f(xg) est bien la valeur
minimale prise par f sur tout [’ensemble C. U

Preuve directe. On va utiliser le Théoreme des compacts emboités. Posons
m := inf {f(z); x € C},

qui est un élément bien défini de R u {—o0} car C' # ¢F. 1l suffit de montrer qu’il existe
un point x € C tel que f(x) = m, ce qui prouvera en méme temps que m > —o0 et que
f possede un minimum.

Soit (e )nen une suite décroissante de nombres réels telle que oy, — m et a,, > m
pour tout n € N. Pour n € N, posons

K, = {.’L‘ € C; f(x) < an}'

Comme f est continue, les K, sont des fermés de C, donc des fermés de F puisque
C' est fermé dans E; et comme f(z) — 4+ quand |z| — oo, on voit que les K, sont
également bornés (exo). Donc les K, sont des compacts de E puisque dim(FE) < c0. De
plus, la suite (K,) est décroissante car («,) est décroissante. Enfin, les K, sont tous
non-vides par définition de m, puisque «,, > m pour tout n € N. D’apres le Théoreme
des compacts emboités, on a donc [,y Kn # . Soit z € (),on Kn :0n a f(z) < ap
pour tout n € N, donc f(x) < m puisque «,, — m, et donc f(x) = m par définition de
m. g

FEzercice. Soit E un espace métrique, et soit f : £ — R. On suppose que pour
tout M € R, 'ensemble {x € E; f(x) < M} est compact. Montrer que f posséde un
minimum.

EXEMPLE. (“Théoreme fondamental de 'algebre”)
Si P est un polynéme non constant a coefficients complexes, alors P possede au moins
une racine complexe.

Démonstration. Comme toute fonction polynoimale est continue, la fonction z —
|P(2)] est continue sur C par composition. De plus, |P(z)| — +00 quand |z| — 400 car
P est non constant (exo). Donc |P(z)| posséde un minimum sur C par le Corollaire
4.4 : il existe zg € C tel que Vz € C : |P(z0)| < |P(z)]. Quitte & remplacer P par le
polynéme P(z + zp), on peut également supposer que zgp = 0. On a ainsi

VzeC : |P(0)] < |P(2)];

et il s’agit de montrer que P(0) = 0. Supposons que P(0) # 0, et essayons d’obtenir
une contradiction. Quitte & remplacer P par % P, on peut supposer que P(0) = 1.



4. IMAGE CONTINUE D’UN COMPACT 57

Comme P est non constant et P(0) = 1, on peut écrire
P(2) = 14 cp2™ + 2™T1Q(2),
oum =1, ¢ #0 et @ est un polynéme (éventuellement nul). Autrement dit,
P(z) =1+ cpnz™(1 +e(2)),
ou g(z) := éz@(z). Comme la fonction polynomiale Q(z) est continue, on voit que
e(z) -0 quand z — 0.
L’inégalité 1 = |P(0)| < |P(z)| s’écrit maintenant comme suit :
VzeC : |14+ cnz™(1+e(2)] = 1.

Voici maintenant le point clé : comme m > 1, tout nombre complexe de module
imb __ _‘C'm|

1 possede des racines m-iemes; donc on peut choisir # € R tel que e o e
cme™ = —|c,|. En prenant z = re’® dans I'inégalité précédente, on obtient ainsi
(%) Vr>0 : ‘1 — lemlr™ (1 + 5(rei0))’ > 1.

Choisissons alors 7 > 0 tel que |c,|r™ < 1 et |e(re??)| < 1/2, ce qui est possible
puisque £(z) — 0 quand z — 0. Par (%), on a

1< |1 — |cm\rm| + ‘|lerm€(r6i9)‘
1
< |1 — |cm\rm‘ + §|cm]rm
1
=1—|en|r™ + §|cm|7“m

1
=1- §|Cm|’l“m < 1.

On a donc obtenu la contradiction cherchée.

Voici pour finir une derniere conséquence du Théoreme 4.1.

COROLLAIRE 4.5. Soient E et F' deux espaces métriques, avec E compact. Si f :
E — F est une bijection continue, alors f est un homéomorphisme, i.e. {1 : F - E
est continue.

Démonstration. 11 suffit de montrer que ( ffl)fl(C') est fermé dans F pour tout
fermé C < E, i.e que f(C) est fermé dans F'. Mais ceci est clair : comme E est compact,
le fermé C est compact, donc f(C) est compact car f est continue, et donc f(C') est
fermé dans F'. O

EXEMPLE. Soit [a,b] € R un intervalle fermé borné non trivial. Si v : [a, b] — C est
une application continue telle que [, 4[ est injective et v(b) = y(a), alors " := ([a, b])
est homéomorphe au cercle T.

Démonstration. Comme [a,b] est homéomorphe & [0,27], on peut supposer que
[a,b] = [0,27]. Soit ¥ = T — I" 'application définie comme suit :

vt e [0,27] : F(e™) = (t).

Comme 7[o,2-[ €st injective, il est assez apparent que 7 est une bijection de T sur I'
(micro-exo). Pour conclure, il suffit de montrer que 7 est également continue : en effet,
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comme T est compact, on en déduira que ¥ est un homéomorphisme par le Corollaire
4.5, et donc que I' et T sont homéomorphes.

On remarque d’abord la chose suivante : comme (0) = v(27), on a J(et) = ()
pour tout ¢ € [0, 27], et pas seulement pour ¢ € [0, 27|.

Soit (zj) une suite d’éléments de T telle que 2z — z € T : on veut montrer que
¥(zk) — (). Ecrivons z;, = €/ avec ty, € [0, 2r[. Comme [0, 27] est compact, la suite
(tx) posséde une sous-suite tj, telle que t;, — t € [0,27]. Alors z;, = elbn — ¢
par continuité de l'exponentielle complexe, donc z = €% puisque 2z, — z, et donc
¥(z) = ~(t). De plus, Y(zx,) = v(tg,) — ~7(t) par continuité de -, autrement dit
Y(zk,) — F(2). On a donc montré que la suite (Y(zx)) posséde une sous-suite qui
tend vers 7(z). Mais le méme raisonnement s’applique a n’importe quelle sous-suite de
(¥(2k)). Ainsi, toute sous-suite de (¥(z;)) posséde une sous-suite qui tend vers J(z);
et par conséquent J(zr) — Y(z).

O

5. Continuité uniforme

DEFINITION 5.1. Soient (E,d) et (F,d) deux espaces métriques. On dit qu’une
application f : E — F est uniformément continue si f est continue en tout point
et si, étant donné € > 0, on peut prendre le méme “0 de continuité” pour tous les
points de E. Avec des quantificateurs : f est uniformément continue si

Ve>036>0 : d(f(u), f(v)) <e pour tous u,v € E vérifiant d(u,v) < 6.

REMARQUE 1. Pour montrer qu’une application f : F — F est uniformément
continue, il suffit d’obtenir une majoration de la forme d(f(u), f(v)) < ®(d(u,v))
pour tous u,v € E, oi ®(4) — 0 quand § — 0T. On dit alors que la fonction ® est un
témoin d’uniforme continuité pour f.

REMARQUE 2. Une application f : F — F est uniformément continue si et seule-
ment si la chose suivante a lieu : pour toutes suites (ug)gen €t (Vg )ren de points de E
telles que d(ug,vi) — 0, on a que d(f(uk), f(vk)) — 0.

Démonstration. C’est un bon exo de compréhension des définitions. ]

ExXEMPLE 1. Toute application f lipschitzienne est uniformément continue.

Démonstration. C’est évident : si on pose k := Lip(f), alors f est uniformément
continue avec témoin ®(J) := kJ. O

EXEMPLE 2. La fonction t — 4/t est uniformément continue sur RT, mais elle n’est
pas lipschitzienne.

Démonstration. Posons f(t) := /1.

La fonction f est dérivable sur |0, co[ avec f'(t) = 2%/5 Comme f’ n’est pas bornée
sur |0,00[ (elle tend vers +c0 en 0), on en déduit que f n’est pas lipschitzienne sur
10, 00|, et donc pas lipschitzienne sur RT.

Cependant, si s,t > 0, alors v/s +t < /s + +/t, comme on le voit en mettant au
carré. On en déduit que si 0 < u < v, alors f(v) < f(u) + f(v—w), i.e. f(v)— f(u) <
Vv — u; done, par symétrie : |f(v) — f(u)] < 4/|v — u| pour tous u,v € R*. Donc f

est uniformément continue avec témoin ®(8) := /0. O
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EXEMPLE 3. Si [a,b] est un intervalle fermé borné, alors toute fonction continue
f :[a,b] = R est uniformément continue : ¢’est le Théoréme de Heine.

Démonstration. On le sait... ou pas. O

EXEMPLE 4. La fonction ¢t — t? n’est pas uniformément continue sur R.

Démonstration. Soit (ug)reny S ]0, 00[ une suite tendant vers +00, soit (d;) < ]0, oo[
une suite tendant vers 0, et posons vy := uy+ 0. Par définition, d(ug, vi) = vg—ur — 0.

Cependant, d(uz,vz) = v,% — ui = 2updy + 6,% > 2uy05. Donc, si on choisit d;, := -+

Tkv
on voit que d(uz,fuz) + 0; ce qui montre que la fonction ¢t — t? n’est en effet pas
uniformément continue. O

FEzercice 1. Soit f : R — R une fonction continue telle que f(¢) — 0 quand ¢t — 0.
Montrer que f est uniformément continue sur R.

Ezxercice 2. Soit a > 0. Montrer que la fonction ¢ — t* est uniformément continue
sur R* si et seulement si o < 1.

Exercice 3. Montrer que si f : RT — R est une fonction uniformément continue,
alors il existe deux constantes A et B telles que Vit € RT : |f(t)] < A+ Bt.

Le résultat suivant est (peut-étre) bien connu pour les fonctions continues sur un
intervalle fermé borné [a,b] < R. C’est une autre manifestation du “principe” selon
lequel la compacité donne de I'uniformité.

THEOREME 5.2. (Théoréme de Heine)
Si K est un espace métrique compact, alors toute application continue f : K — F (o
F est un espace métrique quelconque) est uniformément continue.

1eére preuve. 11 s’agit de montrer que si (uy) et (vg) sont deux suites d’éléments
de K telles que f(ug,vi) — 0, alors d(f(uk), f(vk)) — 0. Supposons que ce ne soit
pas le cas. Alors, quitte & extraire une sous-suite de la suite des d(f(u), f(vk)), on
peut supposer qu’il existe ¢ > 0 telle que Yk € N : d(f(uk),f(vk)) > ¢. Comme
K est compact, la suite (uy) posseéde une sous-suite (uy,) qui converge vers un point
a € K. Alors vy, tend vers a également, car d(vg,,a) < d(vg, ,ug,) + d(ug,,a) et
d(vg, ,u,) — 0. Comme f est continue au point a, on en déduit que f(ug,) — f(a)
et f(vk,) — f(a). Donc d(f(uk,), f(vk,)) — d(f(a), f(a)) = 0, ce qui est absurde
puisque d(f(uk,), f(vk,)) = & pour tout n € N. O

Autre preuve. Fixons € > 0, et introduisons ’ensemble
A= {(u,v) e K x K; d(f(u), f(v)) =€}

Comme f est continue, on voit que A est un fermé de K x K, et donc un ensemble
compact car K x K est compact. De plus, on a dg(u,v) > 0 pour tout (u,v) € A, car
nécessairement u # v si (u,v) € A. Donc la distance d = dg, qui est continue sur K x K,
est minorée par une constante § > 0 sur A. Ainsi, on a V(u,v) € A : d(u,v) = ¢; ce
qui, par contraposée, signifie que

Vu,ve K @ d(u,v) <6 = d(f(u), f(v)) <e.
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EXEMPLE. Soit [a,b] € R un intervalle fermé borné. Si f = [a,b] — R est une
application continue alors, pour tout € > 0, on peut trouver une fonction en escalier
¢ :[a,b] — R telle que Vt € [a,b] : |p(t) — f(t)| <e.

Démonstration. Comme f est continue sur le compact [a, b], elle est uniformément
continue ; donc on peut trouver § > 0 tel que

|f(s)— f(t)] <e pour tous s,t € [a,b] vérifiant |s — t| < 4.
Soit alors S = (sp,...,sy) une subdivision de [a,b| telle que |sp+1 — sg| < & pour
k=0,...,N —1, et soit ¢ : [a,b] — R la fonction définie par
(1) i f(sg) site|[sk,skr1][ pour un certain k € [0, N — 1],
P Flsy) sit=sy=b.
Par définition, ¢ est en escalier; et on a tout fait pour assurer que V¢ € [a,b]
lp(t) — f(O) <e. O

6. Propriété de Borel-Lebesgue

DEFINITION 6.1. Soit E un espace métrique. Un recouvrement ouvert de E est
une famille (O;)ier d’ouverts de E telle que | J;.; O; = E.

Exemple. Pour tout x € E, choisissons un nombre r, > 0 et posons By, := B(x,1y).
Alors la famille (By)zer est un recouvrement ouvert de E.

THEOREME 6.2. Pour un espace métrique K, les choses suivantes sont équivalentes.
(1) K est compact.

(2) Tout recouvrement ouvert de K posséde un sous-recouvrement fini; au-
trement dit : pour tout recouvrement ouvert (O;)ier de K, on peut trouver
i1,...,in €1 tels que O, U --- U Ojy.

REMARQUE. La propriété (2) s’appelle la propriété de Borel-Lebesgue. C’est
elle qui est utilisé pour définir la compacité dans le cadre des espaces topologiques
généraux : un espace topologique F est dit compact s’il est séparé et s’il possede la
propriété de Borel-Lebesgue.

COROLLAIRE 6.3. Soit E un espace métrique. Pour un ensemble K € E, les choses
sutvantes sont équivalentes.
(a) K est compact.

(b) Pour toute famille (V;)ier d’ouverts de E telle que | J
trouver i1,...,in € I tels que Vi, u--- UV, 2 K.

Vi 2 K, on peut

el

Démonstration. C’est clair par le théoreme, puisque les ouverts de K sont exacte-
ment les ensembles de la forme O =V n K ou V est un ouvert de E. O

Comme en s’en doute, la preuve du Théoreéme 6.2 consiste a démontrer deux im-
plications ; dont I'une se trouve étre plus simple que 'autre.

Preuve de Uimplication (2) = (1). C’est la partie “facile” du théoreme. Suppo-
sons (2) vérifiée. D’apres la Remarque 3.3, pour montrer que K est compact il suffit
de montrer que si (Cy)nen est une suite décroissante de fermés non-vides de K, alors
ﬂneN Cy, # J; ou de maniére équivalente : que si (Cy,)nen est une suite décroissante
de fermés de K telle que (), .y Crn = &, alors il existe un N € N tel que Oy = .

neN
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Pour n € N, posons O,, := K\C,. Les O, sont des ouverts de K ; et comme
Nhen Cn = &, on a J,eny On = K. Ainsi, la famille (Op,)pen est un recouvrement
ouvert de K. Par (2), on peut donc trouver ny,...,n, € Ntelsque K = O,, u---0O0,,.
Mais la suite (O,,) est croissante car la suite (C),) est décroissante. Donc, si on pose
N := max(ni,...,n,), alors Op, U---U O,, = Oy. Ainsi, on a Oy = E; autrement
dit Cy = &. ]

La preuve de I'implication (1) = (2) est plus délicate. On va utiliser les deux
lemmes suivants.

LEMME 6.4. Soit K un espace métriqgue compact. Pour tout € > 0, on peut trouver
an,...,an € K tels que Ujvzl B(aj,e) = K.

Démonstration. Supposons que la conclusion annoncée soit fausse pour un certain
e > 0. Soit ug € K quelconque. On a K # B(ug, ) par hypotheése, donc on peut trouver
uy € K tel que uy ¢ B(uo,€), i.e. d(u1,up) = . De méme, on a B(ug,e)u B(ui,¢) # K,
donc on peut trouver us € K tel que uz ¢ B(ug,e) U B(ui,€), i.e d(uz,up) = € et
d(ug,u1) = e. Et ainsi de suite : par récurrence, on construit une suite (ug)geny de
points de K telle que Yk Vj < k : d(ug,u;) = €. On a ainsi d(uy, ur) = € pour tous
k,k" € N tels que k # k. Donc la suite (ux) ne possede aucun sous-suite convergente
(micro-exo), ce qui contredit la compacité de K. O

LEMME 6.5. (Lemme de Lebesgue)
Soit K un espace métriqgue compact. Si (O;)ier est un recouvrement ouwvert de K, alors
on peut trouver € > 0 vérifiant la propriété suivante : tout ensemble A < K tel que
diam(A) < ¢ est entiérement contenu dans un des ouverts O;. On dit que € est un
nombre de Lebesgue pour le recouvrement ouvert (O;)er.

Démonstration. Supposons que la conclusion annoncée soit fausse. Alors, pour tout
e > 0, on peut trouver un ensemble A, < K tel que diam(A.) < € mais A, n’est contenu
dans aucun des ouvert O;. En prenant € := 27% pour k € N* et en posant By, := Ak,
on obtient ainsi une suite (By) de parties de K telle que By n’est contenu dans aucun
O; et diam(By) — 0 quand k — c0.

Les By, sont en particulier non-vides, donc on peut choisir un point u; € By pour
tout £k € N. Comme K est compact la suite (up) possede une sous-suite (uy,) qui
converge vers un point @ € K. Comme | J;.; O; = K, on peut trouver ig € I tel que
a € Oj,; et comme O;, est ouvert, on peut choisir ¢ > 0 tel que B(a,e) < O;,. Soit
alors n € N tel que d(ug, ,a) < €/2 et diam(By,) < €/2. Alors By, < B(a,e) d’apres
I'inégalité triangulaire (si u € By,, alors d(u,a) < d(u,uy,) + d(uk,,a) < diam(By,) +
d(ug,,a) < €). Donc By, < O,,, ce qui pose probleme puisque By, est censé n’étre
contenu dans aucun O;. O

On peut maintenant terminer la preuve du Théoreme 6.2.

Preuve de l'implication (1) = (2). Supposons que l’espace métrique K soit com-
pact, et montrons qu’il vérifie la propriété de Borel-Lebesgue.

Soit (O;)ier un recouvrement ouvert de K. Par le Lemme 6.5, on peut choisir
un nombre de Lebesgue ¢ > 0 pour le recouvrement (O;). Par le Lemme 6.4, on

peut ensuite trouver ap,...,ay € K tels que K = B(a1,¢/2) u --- U Blan,e/2).
Alors les boules By, := B(ag,/2) vérifient diam(By) < 2¢/2 = ¢; donc, par définition
de ¢, on peut trouver iq,...,in tels que By < O;, pour k = 1,...,N. On a alors

K = 0O;; U---U Oy, ce qui termine la preuve. O
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EXEMPLE 1. Compacité de [a, b].

Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R ; montrons que [a, b] possede la propriété
de Borel-Lebesgue. Soit (O;)ier un recouvrement ouvert de [a,b] : on veut montrer
que [a,b] peut étre “recouvert” par un nombre fini de O;. Notons E l’ensemble des
points x € [a, b] tel que l'intervalle [a, z] peut étre recouvert par un nombre fini de O;.
L’ensemble E est non-vide car il contient évidemment a (micro-exo), et E est majoré
par b. Donc on peut poser ¢ := sup E. On va montrer que ¢ € E, puis que ¢ = b; ce
qui prouvera ce qu’on veut.

Observons d’abord que ¢ > a : en effet, si on choisit i, € I tel que a € O;, alors,
comme O;, est un ouvert de [a, b], on peut trouver § > 0 tel que [a,a+ ] € O;, ; on a
ainsi a + 0 € E, et donc ¢ = a + J. Soit i, € I tel que c € O;,. Comme ¢ > a et comme
O, est un ouvert de [a, b], on peut trouver € > 0 tel que [c¢ —¢,c] € O;,. Par définition
de ¢, on peut ensuite trouver ¢ tel que ¢ —e < ¢ < cet ¢ € E. Alors [a, '] peut étre
recouvert par un nombre fini de O, et [/, ¢] aussi puisque [¢/, ¢] € [e—¢,¢] € O;, ; donc
[a, c] peut étre recouvert par un nombre fini de O;, i.e. ¢ € E. Si on avait ¢ < b, alors,
comme O;, est un ouvert de [a, b], on pourrait trouver ¢’ > ¢ tel que [¢, "] € O;, ; et
comme on sait maintenant que ¢ € E, on en déduirait comme plus haut que ¢’ € E, en
contradiction avec la définition de c.

EXEMPLE 2. Image continue d’un compact.

Soit f : E — F une application continue entre deux espaces métriques E et F, et
soit K un compact de E. Montrons que f(K) est compact en utilisant la propri’eté
de Borel-Lebesgue. Soit (V;);er une famille d’ouverts de F telle que (J,c; Vi 2 f(K) :

on veut montrer qu’il existe ij,...,ix € I tels que f(K) < V;, u---Vi,. Si on pose
O; := f~1(V;), alors les O; sont des ouverts de E car f est continue, et | J;.; 0; 2 K
(micro-exo). Comme K est compact, on peut donc trouver iy,...,ixy € I tels que

KcO; u---u0;. Alors f(K) < f(O5) u---u f(Oiy) € Vi, u--- U Vi

EXEMPLE 3. Soit [a,b] un intervalle compact de R. Si f : [a,b] — R est une
fonction possédant une limite & gauche et une limite a droite et une limite a gauche en
tout point ¢ € [a, b], alors pour tout € > 0, on peut trouver une fonction ¢ : [a,b] — R
en escalier telle que |p(t) — f(t)| < e pour tout ¢ € [a, D]

Démonstration. Par hypothese sur f on peut, pour tout x € [a, b], choisir un inter-
valle ouvert I, 3 x tel que

@) = f@)l
Vte I, na,b] : { F(8) — )]

Comme [a, b] est compact, on peut trouver un nombre fini de points z1, ..., xy tels
que [a,b] € I, U--- U I, . Soit alors S = (s, ..., sk) la subdivision de [a, b] obtenue
en prenant les points a et b, les points x1,...,zy, et les extrémités des intervalles
I, ..., I, quiappartiennent a [a, b]. Cette subdivision possede la propriété suivante :
pour tout k € [0, K — 1], il existe un [ € [1, N] tel que ]ag, ar+1[ est contenu dans I,
et entierement & gauche ou entiérement a droite de x;. (Le point ay appartient a I, pour
un certain [; donc ay, est inférieur a l'extrémité droite de I, ; donc ap4+1 ne peut pas étre plus

<¢g/2 sit<u,
<e/2 sit>uw.

grand que cette extrémité droite par le choix de la subdivision S et donc Jak, agi1[ S Ip,. Si
ar, < xy, alors ag41 < 2y par le choix de la subdivision S et donc Jay, ax+1[ est entierement a
gauche de z;; et si a > x;, alors Jag, ags1[ est entierement & droite de x;.) Par définition des
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intervalles I, on en déduit que si k € [0, K — 1], alors

Vst e lag,apn] | f(s) = FO)] <&

Choisissons alors un point sy € |ag, ag1[ pour k =0,..., K —1, et soit ¢ : [a,b] —
R la fonction définie comme suit :

(t) == f(t) sit=ax pour un certain k,
LA f(sg) site]ag,ags1[ pour un certain k.

Par définition, ¢ est en escalier; et on a tout fait pour assurer que |p(t) — f(t)| < e
pour tout ¢ € [a, b] O

EXEMPLE 4. Soit E un espace topologique séparé. Si K et L sont deux compacts
de E, tels que K n L = 7, alors on peut séparer K et L par des ouverts : il existe des
ouverts U, Vtelsque KU, LS VetUnV =¢.

Démonstration. Fixons x € K. Comme E est séparé et z ¢ L, on peut, pour tout
y € L, trouver un voisinage ouvert U, , de x et un voisinage ouvert V, , de y tels que
UpynVya = . Alors L < UyeL Vi, donc, par compacité, on peut trouver yq,...,yn
tels que L < Vjy, o U -+ U Vy . Si on pose maintenant U, 1= Uzy, N -+ 0 Upgyy
et Vo = Vi, o U - UV, alors U, est un voisinage ouvert de xz, V, est un ouvert
contenant L, et U, NV, = & (vérifier soigneusement).

Maintenant, on fait varier x dans K : comme | J, ., U, 2 K, on peut trouver
Z1,...,x0 tels que Uy, U - U Uy, 2 K. Alors U := Uy, U -~ U Uy, et V =
Vi, 0 - - Vi, sont ouverts et ont les propriétés requises. O

Ezxercice 1. Soit E un espace métrique. Montrer en utilisant la propriété de Borel-
Lebesgue que tout compact de E est fermé dans E'; et que si I'espace F est compact,
alors tout fermé de E est compact.

Ezercice 2. Soit E un espace métrique. Montrer en utilisant la propriété de Borel-
Lebesgue que toute réunion finie de compacts de E est un compact.

FEzercice 3. Montrer en utilisant le Lemme de Lebesgue que toute fonction continue
sur un espace métrique compact est uniformément continue.

FEzercice 4. Soit I un intervalle compact de R. Montrer que si (Ix)gen est une suite
d’intervalles ouverts telle que | o Ix 2 I, alors || < Y00 |1k |-

7. Produits infinis de compacts ; procédé diagonal

On a vu que tout produit fini d’espaces compacts est compact ; autrement dit, si
K1, ..., Ky sont des espaces métriques compacts et si on pose K := Ky x---x K, alors
toute suite (ux) S K posséde une sous-suite qui converge “coordonnée par coordonnée”.
Avec un peu plus d’efforts, on peut démontrer la méme chose pour un produit infini
de compacts.

THEOREME T7.1. Soit (K;)en une suite d’espace métriques compacts, et soit K :=
[ [jen K- (Les éléments de K sont donc de la forme u = (u(i))id,
i€ N.) Si (uk)ren est une suite d’éléments de K, alors (uy) posséde une sous-suite (u),)

. , . . .\ N—00
qui converge coordonnée par coordonnée : Vi€ N : ul (i) — a; € K;.

ot u(i) € K; pour tout
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Démonstration. La suite (ug(0))gen vit dans le compact K, donc elle possede une
sous-suite convergente. Il existe ainsi un ensemble infini Ag € N et un point ag € Ky
tels que ug(0) — ag quand k — w0 et k € Ay.

De méme, la suite (ux(1))gen vit dans le compact Kj, donc on peut trouver un
ensemble infini A; € Ay et un point a3 € K; tels que ug(l) — a1 quand k — o0 et
ke Al.

On voit maintenant qu’on peut construire par récurrence une suite décroissante
(A;)i=0 de parties infinies de N et des points ag € Ky, a1 € Ko,a9 € Ko, ... tels que

. N k—0
VieN : ug(i) P
Définissons alors
ko := min Ag,
ki = min{k €N k> kzo},

k, = min{k‘ eANy; k> k:n_l} pour tout n > 1.

Par définition, la suite (kj)r=o est strictement croissante ; et pour tout ¢ € N, la suite
(ug, (1))n>i est extraite de la suite (up(i))ren,. Donc u, ——— a; pour tout i € N.
Ainsi, on a bien trouvé une sous-suite (uy,) de (ux) qui converge coordonnée par
coordonnée. O

REMARQUE. La méthode utilisée dans la preuve qu’on vient de faire porte le nom
de procédé diagonal. Le principe général est le suivant : si (A;)en est une suite
décroissante de parties infinies de N, alors il existe un ensemble infini A qui est “presque
contenu” dans chacun des A;, au sens ou A\A; est fini pour tout ¢ € N. On dit qu'un
tel ensemble A “diagonalise” la suite (A;).

COROLLAIRE 7.2. Soit (ug)ren une suite d’éléments de £*(N). On suppose que la
suite (uy) est simplement bornée : pour tout i € N fizé, la suite (uk(i))pen est bornée
dans K. Alors la suite (uy) posséde une sous-suite (uy, ) qui converge coordonnée par
coordonnée.

Démonstration. Par hypothese, on a pour tout ¢ € N une constante M; < o telle
que Yk € N |fr(z)| < Mj. Donc, pour tout ¢ € N, la suite (ug(7))gen vit dans 'ensemble
K; := B(0,M;) € K, qui est un compact de K. Ainsi, les u; vivent dans le produit de
compacts K := [ [,.y Ki, et on peut appliquer le Théoreme 7.1. g



Chapitre 4

Connexité

1. Espaces métriques connexes

DEFINITION 1.1. Un espace métrique E est dit connexe si les seules parties de E
a la fois ouvertes et fermées dans E sont J et E.

Remarque 1. Cette définition a un sens pour tout espace topologique E.

Remarque 2. On dit qu’une partie non-vide M d’un espace métrique E est une
partie connexe de E si M est connexe pour la topologie induite ; autrement dit, si
les seules parties de M a la fois ouvertes et fermées dans M sont & et M. On convient
également que (J est un ensemble connexe.

Le fait suivant donne plusieurs reformulations de la notion de connexité; en par-
ticulier, (iii) et (iii’) signifient intuitivement qu’un espace métrique est connexe si et
seulement si il est “d’un seul tenant”. Petit point vocabulaire : dans tout ce chapitre,
on appellera partition d’'un ensemble F toute famille (A;);e; de parties de F deux a
deux disjointes telle que | J;c; A; = E. (On n’exige pas que les A; soient non-vides.)

Farr 1.2. Pour un espace métrique E, les propri¢tés suivantes sont équivalentes.

(i) E est conneze.

Pour tout AC E tel que A+ & et A+ E, on a 0A # .

Il n’est pas possible de partitionner E en deux ouverts non-vides.
1l n’est pas possible de partitionner E en deux fermés non-vides.

1l n’est pas possible de partitionner E en un nombre fini N = 2 d’ouverts
non-vides.

(iv’) Il n’est pas possible de partitionner E en un nombre fini N = 2 de fermés
non-vides.

Démonstration. L’équivalence de (i) et (ii) vient du fait que si A € E, alors
A est ouvert et fermé < 0A = (.

(En effet, comme 0A = Z\A et Ac Ac A,onadA = siet seulement A = A = /i, ce
qui signifie exactement que A est ouvert et fermé.) On voit ainsi que (ii) est simplement la
contraposée de (i).

L’équivalence de (i) et (iii) est claire également : E est non connexe si et seulement
si il existe un ensemble A € E tel que A et E\ A sont tous les deux ouverts et non-vides,
ce qui signifie qu’il existe une partition (O1,02) de E en deux ouverts non-vides.

L’équivalence de (iii) et (iii’) est elle aussi immédiate : si (A, B) est une partition
de E, alors A = E\B; donc A et B sont tous les deux ouverts si et seulement si ils
sont tous les deux fermés.

65
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I est évident que (iv) entraine (ii). Inversement, si E se partitionne en ouverts

non-vides O1,0a,...,0n, alors Oy et O) := Oz U -+ U Oy forment une partition de
E en 2 ouverts non-vides. Ainsi, (ii) et (iv) sont équivalentes.
Enfin, I'équivalence de (iv) et (iv’) est laissée en exo. O

Ezxercice. Montrer que E est connexe si et seulement si la propriété suivante a lieu :
si A, B € E sont non-vides et vérifient A u B = F,alors A n B # JouAn B # .

EXEMPLE 1. Si E est un espace métrique, alors tout singleton {a} < F est connexe.
Démonstration. Exo. O

EXEMPLE 2. Si F est un espace métrique topologiquement discret, alors les seules
parties connexes de E sont (J et les singletons ; et donc F n’est pas connexe s’il contient
au moins 2 points. En particulier, un espace métrique fini contenant au moins 2 points
n’est pas connexe.

Démonstration. Si M < E est non-vide et si on choisit a € M, alors {a} et M\{a}
forment une partition de M, ils sont tous les deux ouverts dans M car M est topo-
logiquement discret. Si de plus M contient au moins deux points, alors {a} et M\{a}
sont tous les deux non-vides, donc M n’est pas connexe. O

Exemple 3. M :=]0,1] u [3, 0] n’est pas une partie connexe de R.

Démonstration. Si on pose Oy := [0,1] et O2 := ]3,00[, alors O; et Oy sont des
ouverts de M (car par exemple O1 = M N ]—00,2[ et O est méme ouvert dans R), qui sont
non-vides et forment une partition de M. ]

Exemple 4. M := {(x,y) € R?; 2y # 1} n’est pas une partie connexe de RZ.

Démonstration. Si on pose O1 := {(z,y); xy > 1} et O := {(z,y); xy < 1}, alors
O1 et Oy sont des ouverts de R?, donc de M, ils sont non-vides (micro-exo) et forment
une partition de M. On peut également (c’est méme bien plus convaincant) faire un
dessin et constater que M se partitionne naturellement en 3 ouverts non-vides. U

Ezercice. Dessiner M et les ensembles O et Oy introduits dans la preuve.
EXEMPLE 5. GLN(R) n’est pas une partie connexe de My (R).

Démonstration. Si on pose O = {M; det(M) > 0} et O~ := {M; det(M) < 0},
alors O1 et O~ sont des ouverts de My (R) par continuité du déterminant, ils sont
non-vides (micro-exo), et ils forment une partition de GLx(R). O

L’exemple suivant particulierement important.
THEOREME 1.3. Les parties connexes de R sont les intervalles.
Démonstration. On aura besoin de la caractérisation suivante des intervalles.
Farr. Un ensemble M < R est un intervalle si et seulement si

(1.1) Va,ye M tels que x <y, ona |z,y[ S M.

Prewve du Fait. Tout intervalle satisfait évidemment (1.1).

Inversement, supposons que (1.1) soit vérifiée. Posons a := inf M (qui existe dans
Ru{—w}) et b :=sup M (qui existe dans Ru {c0}). Il suffit de montrer que l'intervalle
Ja,b[ est contenu dans M. En effet, comme M < [a,b] par définition de a et b, cela
entrainera que M est égal a |a, b[, [a,b[, ]a,b] ou [a, b] et donc que M est un intervalle.
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Soit z € ]a,b[ quelconque. Par définition de a et b, on peut trouver x,y € M tels
quea <z <zetz<y<b. Alors z €]z, y[, et donc z € M par (1.1). O

On peut maintenant passer a la preuve du théoreme proprement dite.

(i) Montrons qu’'une partie connexe de R est nécessairement un intervalle. Soit
M < R, et supposons que M mne soit pas un intervalle. Par le fait, on peut alors
trouver z,y € A avec x < y tel que |z, y[ n’est pas contenu dans A ; autrement dit, il
existe z ¢ A tel que z < z < y. On a alors A € |-, z[ U |z, [, donc les ensembles
O1:=An]—w,z[ et Oy := AN ]z, 0] forment une partition de A. De plus, O; et O
sont des ouverts de A, et ils sont non-vides car x € O1 et y € Os. Donc A n’est pas
connexe.

(ii) Montrons maintenant que tout intervalle est connexe. Soit I un intervalle de
R, que ’on peut supposer non-vide et non réduit a un point. Par ’absurde, on suppose
que I n’est pas connexe; soit donc A une partie de I a la fois ouverte et fermée dans
I, avec A # et I\A # .

Choisissons un point a € A et un point b € I\ A, en supposant par exemple que
a < b. Alors [a,b] € I car I est un intervalle.

Posons « := sup(4 N [a,b]). Alors a € A N [a,b]. Mais A N [a,b] est un fermé de
[a,b] car A est un fermé de I et [a,b] < I; donc A N [a,b] est un fermé de R car [a, b]
est fermé dans R, et donc aw € A N [a,b]. Comme b ¢ A, on en déduit que o < b.

Posons maintenant § := inf ((I\A) N [a,b]). Alors, comme précédemment, 3 €
(INA) N [a,b] car (INA) N [a,b] est un fermé de R. En particulier, 5 > « puisque
a € A

Par définition de «, aucun point de A N [a,b] ne peut étre strictement supérieur
a «; et par définition de 3, aucun point de (I\A) N [a, b] ne peut étre strictement
inférieur & . Donc, si on choisit z vérifiant o < z < (3, alors z ne peut appartenir ni
a A, ni a I\A; ce qui est absurde puisque z € [a, b] et donc en particulier z € I. On a
ainsi obtenu la contradiction souhaitée. O

Pour conclure cette section, voici un résultat parfois utile, qui permet d’éviter de
se torturer l'esprit avec des questions de topologie induite.

PROPOSITION 1.4. Soit E un espace métrique, et soit M < E. Les propriétés
sutvantes ont équivalentes.
(1) M n’est pas conneze.
(2) On peut trouver Vi et Vo ouverts dans E tels que Vi nVo =&, M ViUV,
etVinM # &, Von M # .
Démonstration. Supposons (2) vérifiée. Alors O; := Vi n M et Oy := Vo n M sont
des ouverts non-vides de M formant une partition de M ; donc M n’est pas connexe.

Inversement, supposons que M ne soit pas connexe. On peut donc partitionner M
en deux fermés non-vides C1, Cy. Posons alors V; := {z € F; dist(x,C}) < dist(z, C2)}
et Vo := {z € E; dist(x,Cs) < dist(z, C1)}. Les ensembles V; et V5 sont des ouverts de
E, et il est évident que V4 n Vo = .

Fair. Ona C; € Vi et Co S Vo,
Prewve du Fait. Soit x € C quelconque. On a évidemment dist(z, C1) = 0. De plus
x ¢ Cy puisque C1 n Co = (J, et donc x ¢ @M puisque Cy est fermé dans M. Comme

CQM = CynM et x € M, on en déduit que x ¢ Co, et donc dist(z, Cy) > 0 = dist(z, C1).
Ainsi, z € V7. On montre de méme que Cy € V5. O
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Par le Fait, on voit que V3 n M et Vo n M sont non-vides et que M = C; u Cy
V1 U Vi, ce qui termine la preuve de I'implication (1) = (2). O

Remarque. La moitié de ce résultat est spécifique aux espaces métriques : 'impli-
cation (1) == (2) est fausse pour un espace topologique E général. L’implication
(2) = (1) est en revanche vraie dans tout espace topologique.

Ezercice. Montrer que la Proposition 1.4 est vraie si on suppose que E est un
espace topologique séparé et que M est compact au sens de Borel-Lebesgue. (Utiliser
un exemple d’utilisation de la propriété de Borel-Lebesgue donné au Chapitre 3.)

2. Connexité et applications continues

2.1. Une autre caractérisation de la connexité. Comme on le verra plus loin,
la remarque suivante est tres souvent utile.

LEMME 2.1. Pour un espace métrique E, les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) E est connexe.

(2) Toute application continue de E dans l'espace a 2 éléments {0,1} muni de la
topologie discréte est constante.

Démonstration. Pour tout ensemble A € FE, on notera 14 la fonction indicatrice
de A, qui est I'application de E dans {0, 1} définie par

1 sixe A,
Lae) = {0 six ¢ A

Toutes les applications de E dans {0, 1} sont des fonctions indicatrices (une applica-
tion f: E — {0,1} est la fonction indicatrice de A := {z; f(x) = 1}). De plus, il est évident
que 14 est constante si et seulement si A = & ou E.

FAIT. 14 est continue si et seulement si A est ouvert et fermé dans E.

Preuve du Fait. On a A = 1;'({1}), et {1} est ouvert et fermé dans {0, 1}. Donc,
si 14 est continue, alors A est ouvert et fermé dans E. Inversement, supposons que A
soit ouvert et fermé dans E. Comme les seules parties de {0,1} sont ¢F, {1}, {0} et
{0,1}, on voit que pour tout ensemble V < {0,1}, on a 121(V) =, A, E\A ou E.
Ces ensembles sont tous ouverts dans F puisque A est ouvert et fermé, donc 14 est
continue. O

La preuve du lemme est maintenant immédiate : par le Fait, E' est non connexe si
et seulement si il existe un ensemble A € F tel que 14 soit continue et non constante,
ce qui revient a dire qu’il existe une application continue non constante f de E dans

{0,1}. O
2.2. Applications localement constantes.

DEFINITION 2.2. Soient E et Z deuz espaces métriques. On dit qu’une application
f: E — Z est localement constante si, pour tout point a € E, on peut trouver un
voisinage V' de a dans E tel que f soit constante sur V.

Exemple 1. L’application f : [0,1] U [2,3] — R définie par f(t) = 6site [0,1] et
f(t) =214 si t € [2, 3] est localement constante.

Démonstration. Exo. O
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EXEMPLE 2. Si l’espace Z est topologiquement discret (par exemple, si Z est fini),
alors toute application continue f : F — Z est localement constante.

Démonstration. Soit a € E quelconque, et soit b := f(a). Comme Z est topo-
logiquement discret, {b} est un ouvert de Z. Donc, par continuité de f, I’ensemble
V := f~1({b}) est un voisinage ouvert de a, sur lequel f est constante par définition. [J

EXERCICE. Montrer que toute application localement constante est continue.

Au vu de 'Exemple 2 ci-dessus, le lemme suivant généralise le Lemme 2.1. La
signification de ce résultat est que la connexité permet de “passer du local au global”.

LEMME 2.3. §i E est un espace métrique connexe, alors toute application locale-
ment constante f : E — Z est constante.

Démonstration. Soit f : E — Z localement constante, et soit a € F fixé. Soit aussi
b:= f(a).

Comme f est localement constante, elle est continue ; donc I'ensemble A := f~1({b})
est un fermé de E. Bien entendu, A est non-vide puisque a € A.

Montrons que A est également ouvert dans E. Soit x € A quelconque. Comme f
est localement constante, on peut trouver un voisinage ouvert V de z tel que f est
constante sur V. La valeur constante de f sur V est nécessairement égale a b puisque
f(z) =b; donc V < f71({b}), i.e. V € A. Comme z € A est quelconque, cela montre
que A est ouvert.

En conclusion : 'ensemble A est ouvert, fermé et non-vide. Donc A = E par
connexité de F ; autrement dit, f est constante égale a b. O

COROLLAIRE 2.4. Si E est conneze, alors toute application continue f de E dans
un espace topologiquement discret Z est constante. En particulier, toute application
continue sur E et ne prenant qu’un nombre fini de valeurs est constante.

Comme illustration, on va démontrer le résultat suivant. Rappelons d’abord que
si n € N*_ alors tout nombre complexe z # 0 possede des racines n-ietmes dans C; en
fait, exactement n racines n-iemes.

PROPOSITION 2.5. Sin est un entier = 2, il n’existe pas de “fonction racine n-
ieme” continue sur le cercle T = {z € C; |z| = 1}. Autrement dit, il n'existe pas
d’application continue ¢ : T — C telle que ¢(z)" = z pour tout z € T.

Démonstration. Supposons qu’une telle racine n-ieme continue ¢ : T — C existe,
et essayons d’obtenir une contradiction.
Soit f : R — C la fonction définie par

F(£) = e o(e).
On a par définition
F)" = oM ¢(eit)n — e itgit — 1
pour tout ¢ € R. Donc f prend ses valeurs dans l'ensemble fini Z := {z € C; 2" = 1}.

De plus, la fonction f est continue car ¢ ’est. Comme R est connexe, on en déduit que
f est constante. En particulier, f(0) = f(2m).

Cependant, f(0) = ¢(1) et f(2m) = e_’%rgb(ei%) = e_iz%r¢(1). Comme ¢(1) # 0
(car p(1)™ = 1) et e £ 1 (car n = 2), on en déduit f(0) # f(27), ce qui est la
contradiction souhaitée. O
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2.3. Image continue d’un connexe. Bien que tres facile a démontrer, le résultat
suivant est absolument essentiel.

THEOREME 2.6. Soient E et F deuz espaces métriques. Si f : E — F est une
application continue, alors f change les connexes en connexes : pour tout ensemble
conneze C < E, l’ensemble f(C) est conneze.

Démonstration. Quitte & remplacer E par C et F par f(C'), on peut supposer que
E lui méme est connexe et que f est surjective. Il s’agit alors de montrer que F' = f(FE)
est connexe.

Si A est une partie ouverte et fermée de F, alors f~1(A) est ouvert et fermé dans
E car f est continue. Comme E est connexe, on a donc f~*(A4) = & ou f~1(A) = E.
Mais A = f(f~1(A)) car f est surjective. Donc, ou bien A = f(J) = &, ou bien
A = f(F) = F. Cela prouve que F est connexe. O

Comme conséquence immédiate de ce résultat, on obtient le “Théoréme des valeurs
intermédiaires” :

COROLLAIRE 2.7. Soit I un intervalle de R. St f : I — R est une fonction continue
et si a,be I avec a < b, alors f prend dans lintervalle [a,b] toutes les valeurs entre

fla) et f(b).

Démonstration. Comme l'intervalle [a, b] est connexe, ’ensemble f([a,b]) est une
partie connexe de R, donc un intervalle; et donc f([a,b]) contient tous les nombres
compris entre f(a) et f(b). O

Voici une autre conséquence, un peu inattendue.

COROLLAIRE 2.8. Si (E,d) est un espace métrique conneze contenant au moins 2
points, alors E est non dénombrable.

Démonstration. Choisissons a,b € E avec a # b, et soit § := d(a,b). La fonction
f+ E — R définie par f(z) := d(a,x) est continue; donc f(FE) est un intervalle de
R car E est supposé connexe. Comme f(a) = 0 et f(b) = J, on en déduit que f(E)
contient l'intervalle [0, d]. Donc f(E) n’est pas dénombrable car [0, ] ne l'est pas; et
donc E non plus puisque f(E) = {f(z); = € E} s’énumere a l'aide de F. O

Remarque. Ce résultat est spécifique aux espaces métriques. Bien que cela soit
difficile a croire, il existe des espaces topologiques séparés, dénombrables (infinis) et
cependant connexes. (Sion n’exige pas que I'espace soit séparé, c’est évident : prendre F := N
avec la topologie “grossiere” {¢J, E}.)

COROLLAIRE 2.9. Soient E et F' deux espaces métriques, avec E connexe. Si f :
E — F est une application continue telle que f(E) est dénombrable, alors f est
constante.

Démonstration. C’est évident par le corollaire précédent : f(FE) est connexe, non-
vide et dénombrable, donc réduit a un point. ]

Ezercice 1. Montrer que T = {z € C; |z| = 1} est connexe.

Ezxercice 2. Soit E un espace métrique connexe, et soient f,g : £ — C deux
fonctions continues ne s’annulant pas. On suppose que pour tout xz € E, il existe un
entier n tel que f(z)" = g(x)", et que f et g prennent la méme valeur en au moins 1
point xp € E. Montrer que f = g.
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Ezercice 3. Soit D < R un ensemble dénombrable. Montrer qu’il n’existe aucune
fonction continue f : R — R telle que f(D) < R\D et f(R\D) < D. (Commencer par

montrer qu’une telle f doit nécessairement étre constante.)

3. Connexité par arcs
3.1. Chemins et courbes.

DEFINITION 3.1. Soit E un espace métrique. Un chemin dans E est une ap-
plication continue v : [a,b] — E, ot [a,b] est un segment de R. L’tmage de 7 est
lensemble v([a,b]) < E. Une courbe dans E est un ensemble I' € E qui est l’image
d’un chemin =y : [a,b] — E.

Remarque 1. Si M < E, un chemin dans M est donc un chemin v : [a,b] — E tel
que y([a,b]) € M ; et une courbe dans M est une courbe I' © E entiérement contenue
dans M.

Remarque 2. Par définition, une courbe est un ensemble compact et connexe.

Remarque 3. Si u,v € E, on dira qu'une courbe I' € F relie uv a v dans E si I’
est 'image d’un chemin 7 : [a,b] — E tel que vy(a) = u et y(b) = v.

Intuitivement (et si on fait un dessin dans le plan) une courbe reliant u & v est
une “ligne continue” partant de u et aboutissant a v. La ligne a le droit d’étre tres
biscornue, de se recouper tres souvent...; mais elle doit rester “continue” : il ne peut
pas y avoir de “coupure”. (Tout cela n’a évidemment pas grand sens.)

Ezxercice. Montrer que si I' € E est une courbe reliant u a v, alors I' relie v a u.

EXEMPLE 3.2. Soit E un espace vectoriel normé, et soient u,v € E. On définit
v :[0,1] — E par ~(t) := (1 — t)u + tv. Alors  est un chemin affine dont 'image est
le segment [u,v] € E. En particulier, [u, v] est une courbe reliant v & v dans E.

Ezxercice. Montrer que si I' € E est une courbe reliant u a v, alors il existe un
chemin v : [0,1] — E (Uintervalle de définition est [0,1]) d’image I' tel que y(0) = u et
v(1) = v.

Le lemme suivant est trés utile. Comme il est intuitivement évident, on 'utilisera
sans y faire explicitement référence ; mais il demande quand méme une preuve.

LEMME 3.3. Soit E un espace métrique, et soit u,v,w € E. Si 'y € E est une
courbe reliant u a v dans E, et si 'y € E est une courbe reliant v a w, alors 'y u Ty
est une courbe, qui relie u a w.

Démonstration. D’apres 'exercice posé quelques lignes plus haut, on peut trouver
deux chemins 7y, 4, Yow : [0,1] — E d’images respectives I';, 'y tels que v,,(0) = w,
Yuw(l) = v = Yw(0) et Yyw(l) = w. Alors 'application v : [0,1] — E définie
par y(t) = vu.(2t) si t € [0,1/2] et y(t) := Yw(2t — 1) si t € [1/2,1] est bien
définie et continue. Autrement dit - est un chemin dans F, d’image I'1 u I's, avec
¥(0) = Yuw(0) = u et ¥(1) = Y4,(1) = w. Donc I'; U I'y est bien une courbe reliant u
a w dans E. g

Ezercice. Montrer qu’on définit une relation d’équivalence R sur E en déclarant
que uRv si et seulement si il existe une courbe reliant u a v dans F.
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Le résultat suivant porte parfois le nom de Lemme du passage des douanes.

PROPOSITION 3.4. Soit E un espace métrique, et soit A< E. Si~y:|a,b] > E est
un chemin tel que y(a) € A et v(b) € E\A, alors il existe au moins un t € [a,b] tel que
~v(t) € 0A. De maniéere équivalente, si I' € E est un courbe reliant un point de A a un

point de E\A, alors T'n 0A # (.

Démonstration. Soit I' € F une courbe reliant un point u € A & un point v € E\A :
il s’agit de voir que I contient au moins 1 point de JA.

Siwué¢ /01, on a déja gagné car dans ce cas u € A\A C 0A. De méme, il n’y a rien a
faire si v € A car alors v € A\A < 0A. Dans la suite, on suppose donc que u € A et
ve E\A.

Supposons que I' 7 dA = . Alors, comme E = AU 0A U (E\A), on a T <
AU (E\A). Donc les ensembles O; := I'n A et Oy := '~ (E\A) forment une partition
de I'. De plus, O1 et Oy sont des ouverts de I' car A et E\A sont des ouverts de E, et
ils sont non-vides car u € O1 et v € O3. On en déduit que I' n’est pas connexe, ce qui
est une contradiction. 0

COROLLAIRE 3.5. Soit E un espace métrique, et soit A < E. S’il existe une courbe
I’ € E reliant un point de A a un point de E\A, alors 0A # .

Démonstration. C’est évident par la proposition. O
3.2. Espaces connexes par arcs.

DEFINITION 3.6. Soit E un espace métrique. On dit que E est connexe par arcs
st, étant donné deux points quelconques u,v € E, il est toujours possible de trouver une
courbe I' reliant u a v dans F.

Remarque. Comme toujours, une partie M de E est dite connexe par arcs si M
est connexe par arcs pour la topologie induite ; autrement dit, si pour tous u,v € F,
on peut trouver une courbe I' € F reliant u & v et entiérement contenue dans M.

PROPOSITION 3.7. Tout espace connexe par arcs est conneze.

Démonstration. Supposons E connexe par arcs. Il s’agit de montrer que si A € F
est non-vide et différent de I, alors 0A # (. Mais ceci est évident : en choisissant un
point u € A et un point v € E\ A, on peut trouver une courbe I" joignant v & v dans E
puisque F est connexe par arcs, et on en déduit que A # ¢ par le Lemme du passage
des douanes. g

REMARQUE. On verra plus loin que la réciproque n’est pas vraie : il existe des
espaces métriques connexes qui ne sont pas connexes par arcs.

Comme on va le voir, I'intérét de la connexité par arcs est qu’en pratique, lorsqu’un
espace est connexe par arcs il est facile de le vérifier, et tres facile de s’en convaincre.

EXEMPLE 1. Si E est un espace vectoriel normé, alors tout ensemble conveze
M < E est connexe par arcs (et donc connexe).

Démonstration. Si u,v sont deux points quelconques de M, on peut relier v a v
par les segment [u, v], qui est entierement contenu dans M puisque M est convexe. [

Exemple 2. L’ensemble Q) := {(x,y) € R? xy < 1} est connexe par arcs (et donc
connexe).
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Démonstration. C’est clair en faisant un dessin. O

EXEMPLE 3. Si E est un espace vectoriel normé de dimension réelle > 2, alors
E\{0} et Sg :={ue€ E; |u| = 1} sont connexes par arcs (et donc connexes).

Démonstration. (i) Soient u,v € E\{0} quelconques. Si le segment [u,v] ne passe
pas par 0, alors [u,v] est une courbe joignant u & v dans E\{0}. Si [u,v] passe par
0, alors u et v sont colinéaires. Comme dim(E) > 2, on peut trouver w € E qui n’est
colinéaire ni & w ni & v. Alors les segments [u, w] et [w,v] ne passent pas par 0, donc
I := [u,w] U [w,v] est une courbe reliant u & v dans E\{0}.

(ii) Soient maintenant u,v € S quelconques. Par (i), on peut trouver une courbe
Iy reliant u & v dans E\{0}. Alors I" := {ﬁ, x € Fo} est une courbe (exo), qui relie
u a v dans Sg. O

Ezercice 1. Montrer que si Z < C est un ensemble fini, alors C\Z est connexe par
arcs.

FExercice 2. Soit D < C un ensemble dénombrable.

(i) Soient u,v € C\D fixés, et soit A la médiatrice de [u,v]. Pour tout p € A, on
note C), le cercle de centre p passant par u et v. Observer que si z € C\{u, v},
alors z appartient a au plus 1 cercle Cp; puis montrer que I'ensemble D :=
{peA; Cpn D # } est dénombrable.

(ii) Montrer que C\D est connexe par arcs.

EXEMPLE 4. GLN(C) est connexe par arcs (et donc connexe).

Démonstration. Soient A, B € GLy(C) quelconques. On cherche un chemin ~ :
[a,b] > GLN(C) tel que y(a) = A et v(b) = B.

Pour A € C, posons P(\) := det((1 — A\)A + AB). Alors P est une fonction poly-
nomiale (micro-exo), et P # 0 car P(0) = det(A) # 0. Donc Z := {A € C; P(\) =0}
est un ensemble fini; en particulier, C\Z est connexe par arcs (c’est 'Exercice 1 ci-
dessus). Comme 0 et 1 appartiennent a C\Z (car P(0) = det(A) et P(1) = det(B)), on
peut donc trouver un chemin A : [a,b] — C\Z tel que A(a) = 0 et A(b) = 1. Soit
alors v : [a,b] — My(C) le chemin défini par vy(t) := (1 — A(¢))A + A(¢t)B. Comme
A(t) € C\Z, on a det(y(t)) = P(A(t)) # 0 pour tout ¢; donc v est un chemin dans
GLN(C); et bien str y(a) = A et y(b) = B. O

On a dit plus haut (sans le démontrer) que la connexité n’entraine pas la connexité
par arcs. La proposition suivante montre qu’il y a cependant une assez large classe
d’espaces pour lesquels les deux notions coincident.

DEFINITION 3.8. On dit qu’un espace métrique E est localement connexe par
arcs si, pour tout point a € E et pour tout voisinage U de a, on peut trouver un
voisinage V de a tel que V S U etV est conneze par arcs.

EXEMPLE 3.9. Tout espace vectoriel normé est localement connexe par arcs.

Démonstration. Si a € E, alors les boules ouvertes B(a,r), r > 0 forment une
base de voisinages de a; et ces boules sont des ensembles converes, donc connexes par
arcs. O
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FEzxercice. Montrer que si E est localement connexe par arcs, alors tout ouvert de
FE est localement connexe par arcs.

PRroPOSITION 3.10. Si E est un espace métrique localement connexe par arcs, alors
tout ouvert connexe de E est connexe par arcs.

Démonstration. Soit £ un ouvert connexe de F. On doit montrer que pour tous
u,v € §2, on peut trouver une courbe I' € E contenue dans €2 et reliant v a v. Pour
cela, on fize un point u € €2, et on pose

A= {v € Q; il existe une courbe reliant u & v dans }.

L’ensemble A est non-vide car u € A (le singleton {u} est une courbe dans Q).

Montrons que A est un ouvert de €. Soit vy € A quelconque, et soit I', ., < {2 une
courbe joignant u a vg. Comme E est localement connexe par arcs et comme () est
un voisinage ouvert de vg dans F, on peut trouver un voisinage V de vy connexe par
arcs tel que V' € Q et V est connexe par arcs. Pour tout point v € V, on peut trouver
une courbe I'y, , & V reliant vg & v. Alors I'' := I'y, ,,, U I'y,,» est une courbe contenue
dans €2 qui relie v a v; donc v € A. Ainsi, on a trouvé un voisinage V de vy dans F
entierement contenu dans A, ce qui prouve que A est un ouvert de E, et donc de €.

Montrons maintenant que A est également un fermé de €. Soit v € AY-A Q.
Comme v € ) et comme E est localement connexe par arcs, on peut trouver un
voisinage V de v tel que V < Q et V est connexe par arcs. Comme v € A et que V
est un voisinage de v, on peut trouver un point vg € A tel que vg € V. Comme V est
connexe par arcs, on peut ensuite trouver une courbe I',, , S V qui relie vg a v; et
comme vy € A, on peut également trouver une courbe I'y ,,, S Q qui relie u a vy. Alors
I':= Ty U 'y v est une courbe dans €2 qui relie u & v, et donc v € A. Ceci étant vrai

pour tout v € ZQ, cela prouve que A est bien un fermé de Q.

En conclusion, A est non-vide, ouvert et fermé dans 2. Comme 2 est supposé
connexe, on en déduit que A = . Autrement dit, on peut relier u & n’importe quel
point v € € par une courbe contenue dans 2. Donc €2 est connexe par arcs. U

COROLLAIRE 3.11. Tout espace métrique connexe et localement connexe par arcs
est connexe par arcs.

Démonstration. C’est évident par la proposition. O

COROLLAIRE 3.12. Tout ouvert connexe d’un espace vectoriel normé est conneze
par arcs.

Démonstration. Compte tenu de I'exemple 3.9, c’est a nouveau évident. O

Ezercice 1. Soit E un evn. Si u,v € F, appelons ligne polygonale reliant u a v
tout ensemble I' € E de la forme I' = [ug, ui] U+ U [uy_1,un], ot ug = u et uy = v.
Montrer que tout ouvert connexe (2 € FE est “connexe par lignes polygonales” : deux
points quelconques u,v € €2 peuvent toujours étre reliés par une ligne polygonale I’
entierement contenue dans €.

Ezercice 2. Soit E un espace métrique, et soit R une relation d’équivalence sur E.
Montrer que si toutes les classes d’équivalences pour E sont ouvertes, alors elles sont
également toutes fermées. En déduire une “autre” preuve du fait que si F est connexe
et localement connexe par arcs, alors il est connexe par arcs.
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3.3. Un contre-exemple. Soit f : ]0,00[ — R la fonction définie par f(z) :=
sin(1/x), et soit G le graphe de f,

G={(z,y)€ R? o> 0ecty = sin(1/z)}.

Comme sin(1/x) prend toutes les valeurs entre —1 et 1 sur tout intervalle ]0, ],
e > 0, il n’est pas difficile de voir (exo) que I'adhérence de G dans R? est donnée par

G=GuUL ol L ={0} x [-1,1].

On va montrer ici que G est une partie connexe de R?, mais n’est pas connexe par
arcs.

De fagon générale (voir la section suivante), I’adhérence d’un connexe est toujours
un ensemble connexe. Comme G est connexe (c’est 'image de lintervalle ]0, co[ par 'ap-
plication continue z — (x,sin(1/z)), on en déduit que G est une partie connexe de R2.

Montrons maintenant que G n’est pas connexe par arcs, ce qui est un peu plus
délicat.

On va en fait montrer qu'’il n’existe pas de courbe dans G reliant (0,0) (qui ap-
partient & G) & un point de G. On aura pour cela besoin du fait suivant, ou L est le
segment {0} x [—1,1] = {(0,y); y € [-1,1]}.

Fart. Soit D < R? _un disque centré en un point o € L et de rayon r < 1. Si C' est
une partie connexe de G n D contenant «, alors C' € L.

Preuve du Fait. Si C' n’est pas contenu dans L, alors C' n G # &, i.e. C contient
un point (xg, f(xg)) avec xg > 0. En notant 7 : R? — R la projection sur I'axe des
abscisses, on voit donc que 7(C') contient 0 (car o € C') et xp. De plus, 7(C') est connexe
car C est connexe; donc 7(C') est un intervalle, et par conséquent w(C') contient tout
l'intervalle [0, z]. Comme C € GnD S Lu (G n D) et n(L) = {0}, on en déduit que
m(G n D) contient I'intervalle ]0,zo]. Mais en faisant un dessin, on voit de suite que
ceci est impossible car D est de rayon strictement inférieur a 1. O

Soit maintenant v : [a,b] — G un chemin quelconque tel que y(a) = (0,0) : on
veut montrer que y(b) ¢ G; et on va en fait prouver que v([a,b]) < L.

Soit A := {t € [a,b)]; v(t) € L}. Par définition, A est un fermé de [a, b] car L est un
fermé de R? et v est continu; et A # ¢ car a € A. Comme [a, b] est connexe, il suffit
donc de vérifier que A est également un ouvert de [a,b] pour conclure que A = [a,b],
ce qui est le résultat souhaité.

Soit tg € A quelconque. Par continuité de -+, on peut trouver 6 > 0 tel que, en
posant I := |tg — 0,19 + 0[ N [a,b], on ait v(I) € D := D(~(to),1/2). Alors C := ~(I)
est connexe et contenu dans G n D. Par le Fait (appliqué avec o := 7(tg), qui appartient
bien & L puisque tg € A), on en déduit que v(I) < L. Ainsi, on a trouvé un voisinage
I de ty dans [a, b] tel que y(t) € L pour tout ¢ € I, autrement dit [ < A, ce qui prouve
que A est un ouvert de [a, b].

En conclusion, on a montré qu’il n’existe aucun chemin v : [a,b] —>? tel que
v(a) = (0,0) et v(b) € G. Autrement dit, il n’existe aucune courbe dans G joignant
(0,0) & un point de G ; et donc G n’est pas connexe par arcs.
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4. Petites propriétés de stabilité
4.1. Adhérence d’un connexe.

PROPOSITION 4.1. Soit E un espace métrique. Si A S E est connexe, alors tout
ensemble B tel que A < B € A est connexe. En particulier, si A est connexe alors A
est également connexe.

Démonstration. On montre que toute application continue f : B — {0,1} est
constante. Comme A est connexe et f4 est une application continue de A dans {0,1},

lapplication f est constante sur A. Mais A est dense dans B puisque B < A ; donc f
est constante sur B par continuité. O

FEzercice. Démontrer cette proposition en utilisant uniquement la définition de la
connexité.

Comme illustration, on va démontrer un tres joli résultat sur les fonctions dérivées,
qu’on appelle habituellement le Théoréme de Darboux.

THEOREME 4.2. Soit I un intervalle de R. Si f : I — R est une fonction dérivable
en tout point, alors la fonction f’ vérifie le théoréme des valeurs intermédiaires : pour
tout intervalle J < I, f'(J) est un intervalle.

Remarque. La subtilité vient du fait que la fonction f’ n’est pas nécessairement
continue.

Exercice. Donner un exemple de fonction f dérivable sur R mais pas de classe C!.
Preuve du théoreme de Darbouz. Fixons un intervalle non trivial J < I. Posons
A= {(z,y)eJ xJ; x <y},
et définissons ® : A — R par

fly) — f(z)

y—x

L’ensemble A est visiblement convexe (c’est un “triangle ouvert”), donc connexe ;
et la fonction ® est continue car f est continue. Donc ®(A) est connexe.

(I)(CC, y) =

FAIT. On a ®(A) € f'(J) € ®(A).

Prewve du Fait. Si(z,y) € A, alors f(y)— f(z) = f'(¢)(y—x) pour un certain point
c € Jz,y[ d’apres la formule des accroissements finis ; donc ®(x,y) = f'(c) € f/(J).

Inversement, si tg € J alors, en supposant par exemple que ty n’est pas la borne
de droite de J, on peut trouver une suite (y,) € J tendant vers ¢y avec y, > tyo. On a

alors
n—a0 Yn — to
et donc f'(tg) € ®(A). Ainsi, f/(J) < ®(A). Si ¢y est la borne de droite de J, on

raisonne de méme avec une suite (x,) < J telle que z, — to et =, < ty (on a
f/(to) = lim ®(zy, to) et (xn,to) € A). ]

= lim q)(t07yn)a
n—o0

La preuve du théoreme est maintenant terminée : par le Fait et la Proposition 4.1,
f'(J) est une partie connexe de R, i.e. un intervalle. O
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FEzercice 1. Montrer que si f : [a,b] — R est dérivable sur [a,b] avec f'(a) > 0 et
1'(b) <0, alors f atteint son maximum en un point ¢ appartenant a Ja,b[. En déduire
une preuve “directe” du théoreme de Darboux.

Ezercice 2. Soit I un intervalle de R. Montrer que si f : I — R est une fonction
conveze et dérivable en tout point, alors f est de classe C!.

4.2. Réunions de connexes. Une réunion d’ensembles connexes n’a en général
aucune raison d’étre connexe : par exemple, {0,1} = {0} U {1} n’est pas connexe.
Cependant, si ces ensembles connexes sont “reliés les uns aux autres”, alors la réunion
est connexe :

PROPOSITION 4.3. Soit E un espace métrique, et soit (C;)ier une famille de parties
connexes de E£. On suppose que pour tous i,j € I, on peut trouver iy,...,iny € I avec
iy =1 etin = j tels que Cj, n Cyy ., # & pour k =1,...,N —1. Alors C := | J,c; C;
est connexe.

Démonstration. Soit f : C' — {0,1} une application continue. Comme les C; sont
connexes, 'application f est constante sur chaque C;, disons f(z) = ¢; sur C;. Pour
montrer que f est constante sur C, il suffit de vérifier que ¢; ne dépend en fait pas de
i, autrement dit que ¢; = ¢; pour tous 7, j € I.

Soient i1,...,iy € I telsqueiy = i,iy = jet C;, nC;,, # Fpourk=1,... N-1
Pour k =1,..., N — 1, 'application f est identiquement égale a c;, sur C;, et a ¢;,
sur Cj, . ,. Comme C;, nC;, ., # &, on adonc ¢;, = ¢, pourk=1,...,N—1;dou
Ci:Cil:Cigz"':CNflzciN:Cj' O

COROLLAIRE 4.4. Si (C;)ier est une famille de parties connexes de E telle que
C; nCj # & pour tous i,j € I, alors C' = | J,.; Ci est conneze.

Démonstration. C’est évident par la proposition : pour ¢,j € I donnés, on peut
prendre N =2, 47 =1 et ip = j. ]

COROLLAIRE 4.5. Si (C;)er est une famille de parties connexes de E contenant
toutes un méme ensemble M # &, alors | J, C; est conneze.

4.3. Intersections. Une intersection de connexes n’est pas connexe en général
(ex0). On a cependant le résultat suivant.

PROPOSITION 4.6. Soit E un espace métrique. Si (K, )nen est une suite décroissante

de compacts connexes de E, alors K := (), .y Kn est conneze.

Démonstration. Supposons que K ne soit pas connexe. D’apres la Proposition 1.4,
on peut alors trouver deux ouverts Vi, V5 de E tels que VinVo = @, K € Vi u W,
et V; n K # ¢ pour i = 1,2. Comme K est contenu dans 'ouvert V := V; u Vs
et est l'intersection de la suite décroissante de compacts (K,,), I'un des K, est déja
contenu dans V', d’apres le théoréeme des compacts emboités. On a donc un N € N tel
que Ky < Vi u V. Mais V7 et Vs sont toujours des ouverts disjoints, et Vi n Ky et
Vo n K sont non-vides car ils contiennent respectivement V3 n K et Vo n K. Par la
Proposition 1.4, ceci est absurde car Ky est supposé connexe. O

Ezercice 1. Montrer que le résultat est faux si on suppose seulement que les K,
sont fermés dans F.

FEzxercice 2. Montrer que le résultat est encore vrai si on suppose seulement que F
est un espace topologique séparé et que que les K, sont compacts au sens de Borel-
Lebesgue.
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4.4. Produits. Pour les produits, il n’y a aucune restriction :

PROPOSITION 4.7. Si E1, ..., En sont des espaces métriques connexes, alors E 1=
E{ x -+ x EN est connexe.

Démonstration. Par récurrence, il suffit de le montrer pour le produit de deux
espaces métriques connexes Fq, Fo.

Soit f : By x Ey — {0,1} une application continue : on veut montrer que f est
constante.

Si on fixe un point u € Eq, alors lapplication f,, : Fo — {0,1} définie par f,(v) :=
f(u,v) est continue, donc constante car Es est connexe. Donc f(u,v) ne dépend pas
deve EQ.

Mais de méme, f(u,v) ne dépend pas non plus de u € E;. Ainsi, f(u,v) ne dépend

ni de u, ni de v; autrement dit, f est constante. O
FExercice. Montrer que si Fy,..., Ex sont connexes par arcs, alors Fy x --- x En
aussi.

5. Composantes connexes
Dans toute cette section, F est un espace métrique.

DEFINITION 5.1. Une composante connexe de E est une partie connexe C de E
qui est maximale pour l'inclusion (il n’existe pas de partie connexe M < E contenant
strictement C').

EXEMPLE 1. Si E est connexe, il a exactement une composante connexe, & Savoir
C:=F.

EXEMPLE 2. Si E est topologiquement discret, les composantes connexes de E sont
les singletons.

Démonstration. C’est clair puisque les parties connexes de E sont ¢ et les single-
tons. ]

REMARQUE. Les composantes connexes de F sont toujours des parties non-vides
et fermées de E.

Démonstration. Comme il y a des parties connexes non-vides dans E (tous les
singletons), ¢f n’est pas une partie connexe maximale, i.e. pas une composante connexe
de E. Si C est une composante connexe, alors C est connexe et contient C, donc C = C
par maximalité de C ; autrement dit, C' est un fermé de FE. O

LEMME 5.2. Soit C une composante connexe de E. St M < E est conneze et
MnC #J, alors M < C.

Démonstration. Comme M n C # &, ensemble C' U M et connexe par la Propo-
sition 4.3, et il contient C'; donc C U M = C par maximalité de C, i.e. M < C. O

LEMME 5.3. Si M < E est connexe et non-vide, alors il existe une et une seule
composante connezxe de E& qui contient M. Cette composant conneze est la plus grande
partie connexe de E contenant M.
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Démonstration. Notons C' la réunion de toutes les parties connexes de E contenant
M. Alors C contient M car il y a au moins une partie connexe de E qui contient M,
a savoir M elle méme. De plus, comme M # &, on voit que C' est connexe d’apres
la Proposition 4.3. Ainsi, C est la plus grande partie connexe de E contenant M.
En particulier, C' est une partie connexe de E maximale pour l'inclusion, i.e. une
composante connexe de F. ]

REMARQUE 5.4. Pour tout point a € E, on notera C(a) l'unique composante
connexe de F contenant a, qui est d’apres le Lemme 5.3 la plus grande partie connexe
de E contenant a. On dit que C(a) est la composante connexe de a dans FE.

PROPOSITION 5.5. Les composantes connexes de E forment une partition de E.

Démonstration. Si C et C’ sont deux composantes connexes de F et si CnC’ # ¢,
alors C' < C et C < C' d’apres le Lemme 5.2, donc C' = O’ ; autrement dit, si C # C’
alors CnC’ = . Ainsi, les composantes connexes de F sont deux & deux disjointes. De
plus, tout point a € E appartient & une composante connexe de F, d’apres le Lemme
5.3 appliqué a M := {a}. O

La proposition suivante permet souvent de déterminer tres facilement les compo-
santes connexes.

PROPOSITION 5.6. Soit (€2;);er une famille d’ouverts connexes de E. On suppose
que les €); sont non-vides et forment une partition de E. Alors les ; sont les compo-
santes connezes de E.

Démonstration. Remarquons d’abord que les ouverts €2; sont également tous fermés
dans E. Soit en effet ig € I. Comme les €; forment une partition de E, on a E\Q;, =
U 2io $2, et donc E\Q;, est ouvert dans E.

Montrons que les €2; sont des composantes connexes de E. Soit ¢ € I quelconque.
Comme €2; est connexe, il est contenu dans une composante connexe C d’apres le
Lemme 5.3. D’apres ce qui précede, €2; est alors ouvert et fermé dans C'; donc ; = C
car C est connexe et ; # 7.

Montrons maintenant qu’il n’y a pas d’autres composantes connexes que les €);.
Soit C' une composante connexe de E. Comme C # J et (J,.;Q = E, on peut
trouver un ¢ tel que C' N Q; # F; et comme C' et ); sont des composantes connexes
de E, cela entraine que C' = 2; puisque deux composantes connexes distinctes sont
nécessairement disjointes d’apres la Proposition 5.5. g

La preuve de la Proposition 5.6 a implicitement établi le fait suivant :

FAIT 5.7. S0 C € E est connexe et si 2 S E est ouvert et fermé dans E, alors ou

bien Q@ N C = &, ou bien C' < ().

Démonstration. C’est clair car 2 n C est ouvert et fermé dans C et C est connexe.
O

Exemple 1. Les composantes connexes de E := [0,1[ u [2,3] sont [0, 1] et [2,3].
En effet, ces ensembles sont connexes non-vides, ils forment une partition de F, et ils
sont également ouverts dans E car [0,1] = |—0,1[ n E et [2,3] = |3/2,00[ n E.

Exemple 2. Les composantes connexes de E := C\T = {z € C; |z| # 1} sont
O :={z; |2z| <1} et Qo := {z; |2z| > 1}. En effet, Q; et Q9 sont des ouverts non-vides
de C, donc de E, ils forment une partition de E, et ils sont connexes par arcs (c’est
clair pour le disque €2; qui est convexe, et facile & démontrer pour Q5).
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Ezercice. Déterminer les composantes connexes de E := {(z,y) € R?; zy # 1}.

DEFINITION 5.8. On dit que [’espace métrique E est localement connexe si, pour
tout point a € E et pour tout voisinage U de a dans E, on peut trouver un voisinage
V de a tel que V est connexe et V <€ U.

ExXEMPLE. Tout espace localement connexe par arcs est localement connexe. En
particulier, tout espace vectoriel normé est localement connexe.

PROPOSITION 5.9. Si E est localement connexe, alors les composantes connexes de
tout ouvert Q < E sont des ouverts de E.

Démonstration. Soit C' une composante connexe de €, et soit ¢ € C. Comme E
est localement connexe et comme €2 est un voisinage ouvert de a dans F, on peut
trouver un voisinage V' de a tel que V est connexe et V < Q. Alors V < C d’aprés le
Lemme 5.2, car V est une partie connexe de 2, C' est une composante connexe de € et
V nC # . Ainsi, pour tout point a € C, on peut trouver un voisinage V de a dans
E entierement contenu dans C'; donc C est un ouvert de E. ]

COROLLAIRE 5.10. Si E est localement connexe, alors les composantes connezes
de E sont a la fois ouvertes et fermées dans E.

COROLLAIRE 5.11. Si E est un espace vectoriel normé, alors les composantes
connexes de tout ouvert de E& sont des ouverts de E.

Comme illustration de la notion de composante connexe (et de quelques autres
faits établis précédemment), on peut maintenant démontrer tres facilement le résultat
suivant, qui décrit completement tous les ouverts de R.

THEOREME 5.12. Tout ouvert de R est réunion dénombrable (éventuellement finie)
d’intervalles ouverts deux a deux disjoints.

Démonstration. Soit © un ouvert de R. Notons (Cj;);er la famille des composantes
connexes de 2. Les C; sont des intervalles de R puisque ce sont des parties connexes de
R, et ce sont des ouverts de R car R est localement connexe et ) est ouvert ; donc les
C; sont des intervalles ouverts. Bien entendu, les C; sont deux a deux disjoints et {2 =
Uies Ci- 1l reste donc simplement & voir que I'ensemble d’indices I est nécessairement
dénombtable. Comme les C; sont des ouverts non vides de R et que Q est dense dans
R, on peut choisir pour tout i € I un rationnel r; tel que r; € C;. Comme les C; sont
deux a deux disjoints, Papplication ¢ — 7; est une bijection de I sur D := {ry;i € I}.
Comme D < Q et que QQ est dénombrable, I’ensemble D est dénombrable, et donc I

est lui aussi dénombrable.
O

Ezercice 1. Soit E un espace métrique, et soit 2 un ouvert de E. Montrer que si
C est une composante connexe de 2, alors 0C < 0€).

FEzercice 2. Montrer que si A € C est borné, alors C\A a exactement une compo-
sante connexe non bornée.

Ezercice 3. Soient K et L deux fermés de C. On suppose que K < L et que
0L < 0K. Montrer que L est la réunion de K et des composantes connexes de C\K
qui intersectent L.
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